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Vorwort

Wofiir benttigen Informatikingenieure Kenntnisse in Analysis? Sollten nicht Lo-
gik, diskrete Mathematik und Kombinatorik ausreichen, um sédmtliche Konzepte
zu liefern, die relevant sind fiir den Umgang mit Maschinen, die konstruktions-
bedingt nur endlich viele Zusténde annehmen konnen? — Das Beispiel der kom-
plexen Zahlen zeigt jedoch, dass bereits elementare Rechenoperationen wie die
Bildung einer Quadratwurzel mehr als nur Programmierkenntnisse erfordern.
Das Konzept der Konvergenz ist zentral fiir Anwendungen des Computers in
numerischen Simulationen. Héufig fithren auch elementare Fragestellungen der
diskreten Mathematik auf schwierige Probleme der Analysis. So gelang Edmund
Landau der Nachweis der Abschétzung [A(R) — 4 R3| < CR%/? fiir die Abwei-
chung der Anzahl A(R) von Punkten mit ganzzahligen Koordinaten innerhalb
einer Kugel vom Radius R vom erwarteten Wert nur mit raffinierten Methoden
der analytischen Zahlentheorie.

Zudem ist die moderne Informatik keine isolierte Disziplin; Teilgebiete wie die
Computer Graphik erfordern ein Zusammenwirken von Informatikern mit Ma-
terialwissenschaftlern, Physikern und Mathematikern, wobei der Analysis eine
wichtige Rolle zukommt. Verfahren wie der “Dielectric shader” entwerfen realis-
tische Darstellungen von virtuellen Objekten mit brechenden Oberflichen und
variabler optischer Dichte (z.B. ein halb gefiilltes Glas Wasser), indem sie Ab-
sorbtion, Reflektion und Brechung der Lichtwellen aus den zugrundeliegenden
physikalischen Gesetzen (Fresnel-Gleichungen, Snellsches Gesetz, Beersches Ge-
setz) herleiten. Die Losung der von David Immel et al. sowie von James Kajiya
im Jahre 1986 aufgestellten “rendering equation”, einer Integralgleichung, ist
ein anderer Ansatz zum Erzeugen realitdtsnaher Bilder mittels Geometrischer
Optik.

Natiirlich kénnen wir in dieser Vorlesung nicht im Detail auf derartige Anwen-
dungen eingehen. Vielmehr werden Grundbegriffe und Konzepte bereitgestellt,
die Voraussetzung sind fiir eine spétere Vertiefung dieser und weiterer Themen.

Das vorliegendende Skript entstand parallel zu meiner gleichnamigen Vorlesung
im akademischen Jahr 2008/09. Das Skript wurde im Jahr 2009/10 iiberarbeitet,
wobei auch das Erscheinungsbild verbessert wurde und zusétzliche Graphiken
eingefiigt wurden.

Ich danke Frau Manuela Diibendorfer fiir ihre Hilfe beim Erfassen meiner Vor-
lesungsunterlagen in LaTeX. Ebenso danke ich Frau Melanie Rupflin fiir eine
Vielzahl von Anregungen und Hilfe beim Korrekturlesen des Skripts. Auch den
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Studierenden dieser Jahrgénge danke ich fiir anregende Kommentare und Kor-
rekturhinweise, vor allem Herrn Simon Eugster, der diese Hinweise im akademi-
schen Jahr 2008/09 gesammelt und weitergereicht hat, und Herrn Jorim Jaggi,
der mir im Sommer 2010 bei der Verbesserung der Gestaltung des Skripts ge-
holfen und die Graphiken erstellt hat.

Ziirich, 5.11.2010 Michael Struwe
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Kapitel 1

Logik und Grundlagen

1.1 Logik

Beispiele fiir mathematische Aussagen:

i) “4>2" (wahr)
ii) “vneN:n>4—-n>2 (wahr)
i) “5 < 37 (falsch)

In der Mathematik stiitzen wir uns auf gewisse Grundannahmen “Aziome”
die wir als gegeben ansehen. Eine dieser Annahmen ist der folgende Satz iiber
die moglichen Wahrheitswerte von Aussagen.

Satz vom ausgeschlossenen Dritten (Tertium non datur): FEine zuléssi-
ge mathematische Aussage ist entweder wahr oder falsch, jedoch nie beides zu-
gleich.

Bemerkung 1.1.1. i) Dieses Axiom ist eine mathematische Abstraktion, wir
bewegen uns in einer kiinstlichen Welt. In der wirklichen Welt gibt es Graustu-
fen, zum Beispiel hingt der Wahrheitswert der Aussage “Das Wetter ist schon”
vom subjektiven Befinden ab.

ii) Nicht alle Aussagen sind zuléssig. Die riickbeziigliche Aussage “Diese Aus-
sage ist falsch.” ist weder falsch (dann wére sie wahr) noch wahr (dann wire
sie falsch). Analog: “Ich liige jetzt.” Aber: “Ich liige immer” kénnte falsch sein,
falls ich je mal die Wahrheit gesagt habe.

Die Axiome der Logik sind insofern unvollsténdig. Wir werden dies aber niemals
als Einschrinkung empfinden.
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Mit Aussagen kann man “rechnen”. Es seien A, B mathematische Aussagen.
Die Negation (=A), “und” (A A B), “oder” (A V B), die Implikation (4 — B)
und die Aquivalenz (A < B) sind definiert durch die Wahrheitstafel.

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A6B
w | w f w w w W
w | f f f w f f
flw| w f W w f
f|f w f f w w

Beispiel 1.1.1. i) “(n > 4) — (n > 2)”. Beachte: Weder die Annahme
(Voraussetzung) “n > 4” noch die Folgeaussage “n > 2”7 ist fir alle n € N
erfiillt, die Implikation gilt jedoch immer.

ii) In der Politik macht man sich dies gern zunutze: Die Aussage “Wenn das
Volk damals anders entschieden hétte, dann ...” ist bei beliebiger Fortsetzung
wahr (Conjunctivus irrealis).

Die Implikation A — B ist die fiir den Aufbau der Mathematik wichtigste
Verkniipfung.

Eine wahre Implikation A — B bezeichnen wir auch als “Folgerung” und schrei-
ben A = B. (“A ist hinreichend fir B, “wenn A, dann B”)

Bemerkung 1.1.2. Die Implikation ist transitiv:
(A= B)A(B—=C) = (A—=0)
Wir kénnen daher iiber eine Kette von Folgerungen
A=B=.--=§

einen mathematischen “Satz” S aus einer “Annahme” A herleiten. (Prinzip
des mathematischen Beweises).

Aquivalenz: Anstelle von (A — B) A (B — A) schreiben wir A <+ B.
Anstelle von (A = B) A (B = A) schreiben wir A < B; in diesem Fall ist also
die Aussage A wahr genau dann, wenn B wahr ist.

Kontraposition (Umkehrschluss): Falls A = B, so kann A nicht wahr
sein, wenn B falsch ist. (“B ist notwendig fir A.”) Die Aussage “A = B” ist
somit gleichbedeutend mit “(=B) = (=A)”:

(A— B) & (=B — —A).
Prinzip des indirekten Beweises: Zum Beweis der Aussage A = B geniigt

es, die Aussage (-B) = (—A) zu zeigen, oder die Annahme A A (=B) zum
Widerspruch zu fithren.



1.2. MENGENLEHRE )

Beispiel 1.1.2. Es seien A die iiblichen Axiome iiber N, B die Aussage:
“Es gibt keine grosste natiirliche Zahl.”
Wir zeigen: A = B.

Beweis (indirekt). Nimm an, es gibt ein maximales ng € N; das heisst, ng > [
fiir jedes I € N. Nach einem der Axiome fiir N hat ng jedoch einen Nachfolger
ng+ 1 €N, und ng + 1 > ng. Widerspruch! O

Auf den Eigenschaften der natiirlichen Zahlen beruht ein weiteres Beweisprinzip,
das Prinzip der vollstindigen Induktion: Fiir jedes n € N sei A(n) eine
Aussage. Weiter gelte A(1), und fiir jedes n € N gelte A(n) = A(n + 1). Dann
gilt A(n) fiir jedes n € N, denn mit der Kette

A1) = A2)= = An—1)= A(n)

erhalten wir A(n) in endlich vielen Schritten aus A(1).

Beispiel 1.1.3. Fiir jedes n € IN gilt
n
14345+ +2n—1)=)» (2k—1)=
k=1
Beweis (vollstindige Induktion). Der Beweis besteht aus zwei Teilen:
Induktions-Verankerung (n = 1): 1 = 12.
Induktions-Schluss (n — n + 1): Nach Induktionsannahme gilt

I+ +2n—1D)+2n+1) -1 =n>+2n+1=(n+1)>%

=n2 =2n-+1

1.2 Mengenlehre

Nach Georg Cantor ist eine Menge die “ungeordnete Zusammenfassung ver-
schiedener Objekte (sogenannter ‘Elemente’) zu einem Ganzen.”

Beispiel 1.2.1. o) Fiir a # b gilt {a,b} = {b,a} = {a,b,a},
) N={1,2,3,...},

ii) No = {0,1,2,3,...} = NU {0},

iii) {n € N;n teilt 15} = {1,3,5,15},

iv) 0 = {}: die leere Menge.

Wie bei Aussagen miissen wir jedoch riickbeziigliche Definitionen vermeiden:

Beispiel 1.2.2. (Bertrand Russel) Die “Menge M aller Mengen, die sich selbst
nicht als Element enthalten” gibt es nicht.
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(Sonst miisste eine der Aussagen M € M oder M ¢ M gelten. Jedoch fiihrt die
Annahme M € M nach Definition von M zum Widerspruch M ¢ M, wihrend
die Annahme M ¢ M zum Widerspruch M € M fiihrt).

Das Russelsche Beispiel ldsst sich leicht in die Alltagssprache iibersetzen: Defi-
niert man den Dorfbarbier als den Mann, der alle Méanner rasiert, die sich nicht
selbst rasieren, so kommt man auf analoge Weise zu einem Widerspruch.

Mengenoperationen. Die folgenden Verkniipfungen sind fiir beliebige Mengen
A, B erklirt:

AUB :={x;z € AV € B}, Vereinigungsmenge,
ANB:={x;z € ANz € B}, Durchschnitt,

A\B : = {z € A; z ¢ B}, Differenzmenge

Zudem sind fiir Mengen A, B, X die folgenden Relationen erkléirt:

ACX: Teilmenge
X\A =: A° Komplement von A in einer (festen) Grundmenge X.
A=DB: falls A und B dieselben Elemente enthalten.

Beispiel 1.2.3. Fir A, B C X gilt
(AN B)° = A°U B“.
Bewesis. Fiir v € X gilt
re€(ANB)ferx¢d ANBer¢ Ava¢ B
SreA°Vre B e rxe A°UBC.

Vgl. Ubung 1.4. O

Wir kénnen Quantoren benutzen, um Aussagen iiber Elemente einer Menge

zu machen:
V: der Allquantor (“fiir alle”),

3: der Existenzquantor (“es gibt”).

Beispiel 1.2.4. i) Yn € N :n > 0 (wahr).
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ii) Ing € N Vk € N: k < ng. (Dies ist die (falsche) Aussage: “Es gibt eine
grosste natiirliche Zahl ny € IN”, siehe Beispiel [LT.2])

ili) Vnp € N 3k € N: k > ng. (Diese (wahre) Aussage ist die Verneinung
von ii).)

Im Beispiel [L2Z.4] erkennen wir folgende Regeln fiir die Verneinung von Aussa-
gen mit Quantoren:

= (VneN:A(n)) & IneN: = An),

- (IneN:A(n)) ©VneN: - An).

1.3 Funktionen

In der Schule haben wir Funktionen oder Abbildungen in der Form von
Zuordnungsvorschriften y = f(z) fiir reelle Zahlen kennengelernt, z.B.
y=f(x)=z—2% -1<z<1.

)

Allgemein betrachten wir im folgenden Abbildungen f : X — Y zwischen be-
liebigen Mengen X und Y, welche jedem 2 € X genau ein “Bild” y = f(z) € Y
zuordnen. Jedes z € X mit y = f(2) heisst dann ein “Urbild” von y. Die Begriffe
“Funktion” und “Abbildung” verwenden wir synonym.

X Y

Somit ist eine Funktion erklért durch Angabe

e des Definitionsbereiches (hier X)
e des Bild- oder Wertebereiches (hier Y)
e der Abbildungsvorschrift (z — f(x))

Beispiel 1.3.1. i) f: [-1,1] > R, 2+ x — 23
ii) g : R — [-1,1], z — sin(z)
iii) h: R — [0, 00][,  +> 22

iv) idx : X = X, x — z = idx (z): Identitét.
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Wir kénnen Funktionen f: D(f) C R — R durch ihren Graphen darstellen
G(f) ={(z f(x)); 2 € D(f)} CRxR.

Beispiel 1.3.2. f:[-1.1] = R, f(z) = 2 — 3.

—1.9_ —0.5 0.5 1.0
—0.5 +

Dies geht auch allgemein (jedoch abstrakt).

Komposition. Abbildungen f: X — Y, ¢:Y — Z kann man hintereinander
ausfiihren. Dies ergibt eine neue Abbildung

Fi=gof:X =2, xvw g(f(x)),
f g

X — > Y — s 7

~_

F=gof
Diese Komposition ist assoziativ: Fir f: X - Y, g:Y = Z, h:Z = W gilt
Fi:=ho(gof)=(hog)of=Fy: X - W.

Die Definitionsbereiche von F; und F» sind nédmlich offenbar dieselben (= X),
ebenso die Wertebereiche (= W), und fiir jedes z € X gilt

Fi(z) = h((go f)(x)) = h(g(f(x)))
= (hog) (f(z)) = Fa(x).

Z.B. ergibt fiir f, g, h aus Beispiel L3I und z = 1 die Rechnung

(hogo f)(1) = (sin(z — ac?’))2|x=1 = 5in*(0) =0

Definition 1.3.1. Sei f : X — Y eine Abbildung.
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i) f heisst surjektiv, falls jedes y € Y mindestens ein Urbild hat; d.h.,
falls
YyeY dJreX: f(x)=y.

X Y

it) f heisst injektiv, falls jedes y € Y hochstens ein Urbild hat, d.h. falls

Vay,m2 € X &0 f(21) = f(22) = 71 = 22.

[ ingektiv

S
h-<

iii) f heisst bijektiv, falls jedes y € Y genau ein Urbild hat, d.h. falls f
sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

f bigektiv mit Umkehrabb. g

Falls f bijektiv (und nur in diesem Fall), kénnen wir eine Abbildung g : Y — X
einfithren, welche jedem y € Y das eindeutig bestimmte Urbild x € X unter f
zuordnet, mit

go f=idx, fog=idy.
Dieses g heisst die Umkehrabbildung von f, g = f~1.

Andererseits kann man bei jeder Abbildung f : X — Y zu jeder Teilmenge
B C Y deren Urbild f~!(B) C X betrachten mit

f7H(B) == {z € X; f(z) € B}.

Beispiel 1.3.3. Sei f:[-1,1] = R, z — x — 2, und sei B = {0}. Dann gilt
f7H(B) ={z € [-1,1]; f(z) =0} = {-1,0,1}.
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Falls f bijektiv mit Umkehrabbildung g = f~! : Y — X, so gilt offenbar fiir

jedesy €Y
) ={" W,
wobei f~! im 1. Ausdruck die Urbildfunktion, im 2. Ausdruck die Umkehrab-

bildung bezeichnet.
Allgemein ist f bijektiv genau dann, wenn fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y})
genau ein Element enthélt.



Kapitel 2

Z.ahlen und Vektoren

2.1 Elementare Zahlen

Mit den natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,...}, No=4{0,1,2,3,...}

kann man Objekte abzdhlen. Zahlen in IN kann man addieren und multiplizieren.

In den ganzen Zahlen
Z={...,-101,...}

ist zusétzlich die Subtraktion moglich. In den rationalen Zahlen
Q={§; p.q € L, q>0}

kann man zudem (ausser durch 0) dividieren: @ ist ein Zahlkérper.

Offenbar kann man diese elementaren Zahlen N C 7Z C Q der Grosse nach
auf dem Zahlenstrahl anordnen.

|
|
-2 -1 0

Irrationale Zahlen. Zwischen je zwei rationalen Zahlen r; < 7o liegt eine
weitere, z.B. die Zahl % € Q, welche den halben Abstand zu 71 hat wie r9;
die rationalen Zahlen liegen somit dicht auf der Zahlengeraden. Jedoch erkann-
ten bereits die Pythagoréer, dass die Lénge der Diagonalen im Einheitsquadrat
durch kein r € QQ dargestellt wird.

1

11
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Satz 2.1.1. Es gibt keine Zahl r € Q mit r2 = 2.

Beweis (indirekt).. Nimm an, es gibt r = % € Q mit r? = 2. Nach Kiirzen
gemeinsamer Teiler diirfen wir annehmen, dass p, ¢ teilerfremd sind (keine ge-
meinsamen Teiler haben), und p,q > 0.

Aus der Gleichung 2 = Z—z = 2 folgt nach Multiplikation mit ¢? zunichst
=24

Da die Zahl 2 prim ist, enthélt p den Teiler 2; es gilt also p = 2s fiir ein s € N
und somit

2.¢>=p?=2%.5%
Nach Kiirzen des Faktors 2 erhalten wir

q2:2'52a

und wie oben folgt ¢ = 2t fiir ein ¢t € IN. Die Zahl 2 teilt also sowohl p als auch
q im Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und q teilerfremd sind. O

@Q weist also “Liicken” auf. Wir kénnen jedoch @ erweitern zum Koérper R der
reellen Zahlen, der die Zahlengerade “liickenlos” tiberdeckt. Dies gelingt z.B.
mit dem Begriff des “Dedekindischen Schnittes” oder iiber “Fundamentalfol-
gen”. Die Zahlengerade ist ein geometrisches Modell fiir R. Wir {iberspringen
hier jedoch die entsprechende Konstruktion und nehmen IR als gegeben an.

2.2 Die reellen Zahlen

Wichtig fiir das folgende sind die fiir das Rechnen mit reellen Zahlen geltenden
Regeln, die Axiome fiir R, die wir im folgenden auffiithren.

Es gibt eine Operation, genannt Addition: + : R x R — R, (z,y) — = + v,
auf R mit den Eigenschaften:

A.i) Assoziativitit: Vz,y,z € R:x+ (y+ 2) = (z + y) + 2,
A.ii) Neutrales Element: 30 e R Vz € R: z+0 =z,
A.iii) Inverses Element: Ve e RIy e R: x+y =0,

Aliv) Kommutativitit: Ve,y e R: z+y =y + x.

D.h. R bildet eine Abelsche (kommutative) Gruppe beziiglich der Addition.

Bemerkung 2.2.1. Das zu z € R inverse Element y = —z ist eindeutig be-
stimmt.
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Beweis. Falls y und z zu x invers, so folgt

A.ig A.i),iv A.iv A.ig
N R CE 1 NP E 1
——
=0 =x+2=0

O
Es gibt eine weitere Operation, genannt Multiplikation: - : R x R — R,
(z,y) — x -y = zy, auf R mit den Eigenschaften:
M.i) Assoziativitit: Va,y,z e R:x - (y-2) = (x - y) - 2,
M.ii) Neutrales Element: 31 € R\{0} Vz € R: - 1 = «,
M.iii) Inverses Element: Vo € R\{0} 3y e R: z-y =1,
M.iv) Kommutativitit: Ve, y e R: z-y =y - z.

Die Multiplikation ist vertrdglich mit der Addition wegen dem Distributi-
vitdts-Gesetz

D) Ve,y,z€eR: z-(y+2)=x-y+x-2z

Bemerkung 2.2.2. i)Vz € R: z-0=0.

i) Ve,ye R: z-y=0= 2 =0 oder y = 0.

Beweis. i) x-0=z-(04+0)=x -0+ z-0. Addiere —(x - 0)!

ii) Falls = - y = 0, wobei x # 0 mit multiplikativ Inversem z~!, so folgt

Lx) =2z y)=0.
——
-1 =0

y=(z

O

Wegen Bemerkung bildet auch R* = IR\ {0} beziiglich der Multiplikation
eine abelsche Gruppe.

Zudem gibt es auf R eine Ordnung < mit den folgenden Eigenschaften:

0.i) Reflexivitit: Vo € X, z < z,
O.ii) Transitivitit: Vo, y,z € Riz <yAy <z=z < z,
0.iii) Identitivitit: Ve, y e Riz <yAy<z =z =y,

0.iv) Die Ordnung ist total: Vz,y € R: ¢ < y oder y < z.
Die Ordnung ist konsistent mit Addition und Multiplikation:

Ki) Vo,y,z€e R: a<y=z+z2<y+z

Kii) Vz,y,z€eR: z<y,0<z=z0-2<y- 2
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Die reellen Zahlen bilden somit einen linear geordneten Zahlkérper mit den
Operationen Addition und Multiplikation. Diese Eigenschaft und die entspre-
chenden Axiome A.i) - iv), M.i) - iv), D, O.i) - iv), K.i) - ii) gelten bereits in Q.
Die entscheidende weitere Eigenschaft von R ist das Vollstédndigkeitsaxiom:

V) R ist ordnungsvollstindig: Zu je zwei nicht leeren Mengen A, B C R

mit
a<bfiralleac Abe B

gibt es ein ¢ € IR, sodass gilt

a<c<b, Va€cA beB.

| E— ‘ [

— -
N A . N p A

Einige elementare Folgerungen aus den Axiomen:

Folgerung 2.2.1. i)V e R: (-1) -z = —x.

Beweis. Es gilt

v+ (1) 2 E e (c1) 2 2 (14 (-1) z=0-2=0.

Da das additiv Inverse zu x nach Bemerkung [Z2.] eindeutig bestimmt ist, folgt

die Behauptung.

i) (1) (=1) = 1.

O

Beweis. Spezialfall von i), da mit (—1) +1 = 0 folgt 1 = —(—1). Setze nun

x=—11in1i).

iii) Vo € R: 2% > 0.

Beweis. Sei x € R beliebig gewihlt. Mit O.iv) gilt > 0 oder = < 0.

a) = > 0. Mit K.ii) folgt 22 > 0.2 = 0.

b) z < 0. Mit K.i) folgt —z > 0, und mit i) und ii) sowie a) folgt

iv) 0<l<2<....

O

i i)
Beweis. 1 2 (=1)2 > 0, und 1 # 0 nach M.ii). Also ist 0 < 1 und mit K.i)

folgt die Behauptung.

v) Vo > 0: 271 > 0.

O
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Beweis. Annahme z~! < 0. Nach Multiplikation mit z > 0 folgt
l=z'2<0.-2=0

im Widerspruch zu iv). O

vi) Vo,y > 0: 2 <y & 22 <y%

Beweis. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit gelte  +y > 0. (Sonst z =
y =0 = 2% = y2.) Beachte:

“=7: Sei y > x, also y — x > 0. Mit K.ii) folgt y? > 22.
“<": Nach v) gilt (y +2)~! > 0. K.ii) liefert Behauptung. O
vii) Es gibt ¢ € R mit ¢? = 2.
Bewesis. Setze
A={ac[1,2]; a* <2}, B={bec[1,2]; b*>2}.
Dann gilt offenbar 1 € A, 2 € B; also A # () # B. Weiter folgt mit vi)
a<b VYaeAbeB.
Das Vollstandigkeitsaxiom V liefert somit eine Zahl ¢ € R mit
a<c<b Vae Abe B;

insbesondere folgt sofort 1 < ¢ < 2.

Wir zeigen, dass ¢* = 2. Andernfalls gilt nach dem Ordnungsaxiom O.iv) ent-
weder a) ¢ < 2 oder b) ¢? > 2. Im Falle a) gibt es 0 < € < 1/5 mit ¢? = 2 — 5e.
Fiir a := ¢ + € erhalten wir

a2202+260+62<02+56:2;

also a € A im Widerspruch zur Trennungseigenschaft von c¢. Analog erhalten
wir im Falle b) eine Zahl 0 < € < 2/5 mit ¢? = 2 + 5¢. Fiir b := ¢ — € folgt dann

W =c?—2c+e >c?—4e> 2

also b € B. Erneut ergibt sich ein Widerspruch zur Trennungseigenschaft von c,
und es bleibt nur die Moglichkeit ¢? = 2. O

Bemerkung 2.2.3. Esgilt A, B C Q; die Mengen A und B werden aber durch
kein ¢ € Q getrennt. Wie wir oben gesehen haben, ist das die Mengen A, B
trennende ¢ € R némlich eindeutig bestimmt, und es erfiillt ¢> = 2, gehért nach
Satz 2.1.1] also nicht zu Q. Der Koérper @ ist daher nicht ordnungsvollstéindig.
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Definition 2.2.1. Der Absolutbetrag einer Zahl x € R ist die Zahl

x, fallsz >0,
|z =

—x, Sonst.

Offenbar gilt |z| > 0 fiir alle . Weiter hat der Absolutbetrag die Eigenschaften

viii) z < |z|, Vze X

ix) |vy| = |z[ |y, Vr,y€R.

Satz 2.2.1. (Dreiecks-Ungleichung). Es gilt

lz+yl < |z|+lyl, Vz,yeR.

Beweis. Mit vi) folgt die Behauptung aus
ety 2 (@) =2+ 2oyt

viii),ix)

< P20yl + [y = (el + 1y])?-

Satz 2.2.2. (Young) Fiir x,y € R, € > 0 gilt

1
2|x~y|§ex2+g T

Beweis. Setze 6 = /e > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte x -y >
0. Die Behauptung folgt aus

1

2
0< <5$_Q) :62x2—2x-y+62 v

J

2.3 Supremum und Infimum

Definition 2.3.1. Eine Menge A C R heisst nach oben beschrinkt, falls
gilt
beRVae A: a<b.

Jedes derartige b heisst eine obere Schranke fiir A. (Analog: nach unten
beschrinkt, untere Schranke.)

Beispiel 2.3.1. Das Intervall
|-L1l[={zeR; -1<z<1}
ist nach oben (z.B. durch b = 1) und unten (z.B. durch @ = —1) beschréinkt.
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Sei nun @) # A C R nach oben beschrinkt,
B={beR; b ist obere Schranke fiir A}.
Dann gilt B # 0, und

a<b fiir allea € A, b€ B.

Mit dem Vollsténdigkeitsaxiom folgt die Existenz einer Zahl ¢ € R mit
a<c<b fir allea € A, b€ B.
Offenbar ist ¢ obere Schranke fiir A; also ¢ € B. Da zugleich gilt ¢ < b fiir alle

b € B, ist ¢ die kleinste obere Schranke fiir A. Hierdurch ist ¢ eindeutig
bestimmt.

Satz 2.3.1. i) Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge A C R besitzt
eine kleinste obere Schranke ¢ =: sup A, das Supremum von A.

ii) Analog besitzt jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge A C R eine
grésste untere Schranke ¢ = inf A, das Infimum von A.
Beispiel 2.3.2. i) Sei A =] —1,1[C R. Dann gilt

supA =1, infA=-1.

ii) Sei A=[-1,1]={z €R; —1<uz <1}. Dann gilt

supA =1=maxA: das Maximum von A,

infA=-1=minA: das Minimum von A.

iii) Besteht die Menge A aus nur endlich vielen Elementen a1 < as < -+ < ay,
so gilt offenbar
sup A = ap = max A.

Die Beispiele zeigen, dass sup A, inf A im allgemeinen nicht zur Menge A gehoren.
Gehort sup A jedoch zu A, so sagen wir, “das Supremum wird in A ange-
nommen”, und wir schreiben sup A = max A.

In diesem Fall gehort ¢ = max A sowohl zu A als auch zu B, der Menge der
oberen Schranken. In der die Zahl ¢ charakterisierenden Beziehung

a<c<b firallea€ A, be B
ist also auf beiden Seiten Gleichheit nicht ausgeschlossen.

Falls inf A € A sagen wir analog “das Infimum wird in A angenommen”
und schreiben inf A = min A.

Beispiel 2.3.3. i) Sei A C R die Menge

A:{%; :ceIR}.

Behauptung: sup A = 1.
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Beweis.
1 20 _ 1+2%—2x _ (1—2)? >0
1+ 22 1422 14 a2
und Gleichheit gilt, falls z = 1. O
1 T
-2 -1 1 2

Der Beweis zeigt, dass sup A fiir x = 1 sogar angenommen wird, und zwar in
der Maximalstelle x = 1 der Funktion

ii) Sei A = {arctanz; = € R}. Dann gilt
sup A = 7/2, inf A=—-m/2,
und diese Werte werden nicht angenommen.

Als weitere Folgerung aus dem Axiom V ergibt sich, dass jede Zahl in R eine
endliche Grosse besitzt.

Satz 2.3.2. (Archimedisches Prinzip) Zu jeder Zahl 0 < b € R gibt es ein
n €N mit b <n.

Beweis (indirekt). Andernfalls gibt es b € R mit
n<b, YneN.
Dann ist b eine obere Schranke fiir N, und es existiert ¢ = supIN € R.
Mit n € N ist jedoch auch n + 1 € N, also
n+1<e¢ VneN.

Somit folgt
n<c—1, VYneN

im Widerspruch zur Minimalitét von c. O
Vereinbarung: Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen A # () setzen wir
sup A = oo,
analog fiir nach unten unbeschrinkte Mengen A # ()
inf A = —o0.
Wegen Satz definieren die Symbole +oo keine reellen Zahlen. Formal defi-

nieren wir noch
00+ 00 =00, c0+x=00, Vr € R;

jedoch ist der Ausdruck oo — oo nicht sinnvoll erklért.
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Kardinalitit: Gibt es mehr rationale oder mehr irrationale Zahlen? Wir sa-
gen, zwei Mengen X und Y sind gleichméchtig, falls es eine bijektive Abbildung
f: X — Y gibt. Die rationalen Zahlen kann man mit dem ersten Cantorschen
Diagonalverfahren abzéihlen, wie in der Abbildung unten dargestellt; @ und IN
sind demnach gleichméchtig.

4 4
3 4
2 4
1 4
1 2 3 4
Kann man auch die reellen Zahlen abzihlen? Dann konnte man auch alle Zah-
len der Art a = 0.a1aza3... mit a; € {0,1} abzéhlen. (Solche unendlichen

Dezimalzahlen definieren nach Axiom V genau ein a € R.) Sei

aV) = O.agl)aél)agl) e
a® = O.af)aéma:(f) e

a® = O.a(l?’)aé?’)aég) o

solch eine Abzdhlung. Setze
b=0.b1bsy...
mit
b; = az(l) +1 mod 2.

Dann gilt offenbar b; # agi) und damit b # a? fiir jedes i € N; d.h. b kommt
in der Abzdhlung nicht vor. (Dies ist das 2. Cantorsches Diagonalverfahren.) R
ist somit “méchtiger” als die Menge der natiirlichen Zahlen N.

Die Kontinuumshypothese: Die Frage, ob jede Teilmenge von R entwe-
der abzidhlbar ist oder gleichméchtig ist wie R, hat die Mathematik lange
beschiftigt. Godel (1937) und Cohen (1964) konnten schliesslich zeigen, dass
diese Frage nicht aus den Axiomen entscheidbar ist. (Vergleiche Davis-Hersch:
Erfahrung Mathematik, S.336.)

2.4 Der euklidische Raum

Die euklidische Ebene R? = R x R = {(,y); =,y € R} ist unsere Zeichene-
bene.
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Beispiel 2.4.1. Den Graphen einer Funktion f: R — R kénnen wir bequem
in der euklidischen Ebene darstellen.

Der 3-dimensionale euklidische Raum R3 = RxRxR = {(z,v, 2); z,v,,2 €
R} ist unser Anschauungsraum.

Beispiel 2.4.2. 1. Die Bewegung eines Massepunktes kann man durch dessen
Orts- und Geschwindigkeitsvektor beschreiben.

2. Eine Schar von N Massepunkten (Atome in einem Gas, Planeten im Sonnen-
system) konnen wir gleichzeitig mit ihrem jeweiligen Ort z® = (xgi), xéi)7 xéi)),
1 < i < N, erfassen, indem wir diese Koordinaten in einen langen Vektor
x = (x1,...,x3y) eintragen. Wir konnen dann wie gewohnt komponentenweise
damit rechnen.

Fiir beliebiges n € N erhalten wir so den n-dimensionalen euklidischen
Raum
]Rﬂ:{z: (xl,...,xn); Tk GR’ 1Sk§n}

mit komponentenweiser Addition
r+y=(T1+y, - Tn+Yn) Ve =(T1,...,Tn), ¥y= (Y1,---,4yn) € R"
und Skalarmultiplikation
Az = (Ax1,..., x,), Ve = (21,...,2,) € R", A €R.

Offensichtlich “erbt” der Raum IR™ beziiglich der Addition die Struktur einer
abelschen Gruppe. Das neutrale Element ist

0=1(0,...,0): der Nullvektor.

Beziiglich der Skalarmultiplikation gelten die Regeln

S.i) Distributivgesetz: (a + 8)z = ax + Bz,
S.ii) Distributivgesetz: a(z + y) = az + ay,
S.ii) Assoziativitdt: a(fz) = (af)z,

)
S.iv) Einselement: 1 -z =x

fir alle z,y € R", a, 8 € R.
Dies ist die Struktur eines R-Vektorraums; vgl. Lineare Algebra.
Beziiglich der Standardbasis

e; =(0,...,0, \1/ ,0,...,0) eR™, 1 <i<n,

i—te Stelle

lasst sich jeder Vektor @ = (x1,...,2,) € R™ in eindeutiger Weise als Linear-
kombination

n
x=(21,...,2y) =161+ -+ Tpe, = E Tie;
=1

darstellen.
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Skalarprodukt: Fiir x = (2;)1<i<n, ¥ = (¥i)1<i<n € R™ setze

n
Toy=zyr+ o+ Ty = P ziyi € R.
i=1

Das so definierte Skalarprodukt hat die Eigenschaften

SP.i) Symmetrie: z-y =1y -z,

SP.ii) (Bi-)Linearitit: z- (y+2) =z -y+z- 2z,

SP.iii) (Bi-)Linearitit: = - (ay) = a(z - y)

fir alle z,y € R", a € R.

Beispiel 2.4.3. i) Fiir z = (2,0,3), y = (—3,1,2) gilt
z-y=-2-34+0-1+3-2=0;

d.h. z und y stehen senkrecht aufeinander.

ii) Dies gilt auch fiir verschiedene Standardbasisvektoren

61"8]‘:0 (275])

Euklidische Norm: Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir die Lange von
Vektoren messen, indem wir setzen

n
]| := Vo -z = Z z? (positive Wurzel).
i=1

Beispiel 2.4.4. i) Esgilt ||e;|| = 1, 1 <14 < n. Die Standardbasisvektoren sind
also paarweise orthogonal und auf Lange 1 normiert; sie sind orthonormal.

ii) Nach Pythagoras ist der Abstand des Punktes (z1,x2) vom Nullpunkt

L=y/af + a3 = [[(z1, 22)] -

iii) Insbesondere hat die Diagonale im Einheitsquadrat die Lénge I = v/2, im
Einheitswiirfel im R? die Linge I3 = /3, im Einheitshyperwiirfel im R"™ die
Linge 1, = v/n.

Satz 2.4.1. (Cauchy-Schwarz) Fir alle z,y € R™ gilt

-yl <l - [lyll -
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Beweis. OBdA = # 0 # y. Mit Satz (Young) kénnen wir bei Wahl von
e = 4l > 0 abschitzen

[
2 lz-y[=2 [zyr + . 2nyn| £ 2 Ty + -+ 2 |z0ys]
Satt 4o berd ol = clal® + <l =2l
O
Wir kénnen Satz [Z4.1] auch geometrisch herleiten: OBdA sei x # 0. Zerlege y

orthogonal
T ,x T ,x

y:m(m'y)+( *m(m'y) :

—yll =yt
Offenbar gilt « - y= = 0, also auch y!! - y= = 0. Mit Pythagoras folgt nun die

gewiinschte Ungleichung ‘ﬁ”;ﬂl = Hy”” < |ly|| sofort.

Satz 2.4.2. Die euklidische Norm hat die Eigenschaften
i) Definitheit: Yo € R": ||z >0, |z||=0=z=0,
ii) Positive Homogenitit: Vo € R", a € R: |laz| = || - ||z,

iii) Dreiecks-Ungleichung: Y,y € R™ : ||z +y| < |lz| + |lyll-

Beweis. i) und ii) folgen direkt aus der Definition.
iii) Wie im Beweis von Satz 2211 schitzen wir mit Satz [Z4.1] ab

2
le+yl"=@+y) - (+y)=z-2+22-y+y-y
2 2
< l&|I*+2- = - lyll + lylI* = (]l + [ly])>.

Beispiel 2.4.5. Fiir z = (1,1) = e; + €3 € R? gilt

V2 = laf| < lleall + [lez]l = 2.

2.5 Komplexe Zahlen

In R? konnen wir zusitzlich zur Addition eine weitere Verkniipfung einfiihren,
die komplexe Multiplikation
2 R? x R? 3 (a,b), (¢,d) — (ac — bd, ad + bc) € R

Diese Operation ist assoziativ mit neutralem Element (1,0). Weiter gilt fiir
(a,b) # (0,0) die Gleichung

(a,b) - (GQLH)2 az%ﬂ) = (1,0); (2.5.1)



2.5. KOMPLEXE ZAHLEN 23

d.h.
a —b

- R?
az—i-bQ’aQ—i-bQ)E

(
ist zu (a,b) invers.

Schliesslich ist die komplexe Multiplikation kommutativ, und es gilt das Distri-
butivgesetz

((alﬂbl) + (a27b2)) : (C7 d) = (alﬂbl) ) (C, d) + (a27b2> : (Cv d)'

D.h. R? bildet bzgl. Addition und komplexer Multiplikation einen Zahlkorper,
den Korper der komplexen Zahlen C.

Bemerkung 2.5.1. i) Wir kénnen R in C ,einbetten mittels
R >z (2,0) € C.
Diese Einbettung ist vertréglich mit den Korperoperationen, da gilt
z4+y— (z+y,0) = (x,0)+ (y,0),
zy — (zy,0) = (2,0) - (,0).
Zudem ist sie vertraglich mit der Skalarmulitplikation in IR?, denn

a(z,y) = (az,ay) = (a,0) - (z,y).

ii) Somit kénnen wir den Standardbasisvektor e; = (1,0) € R? , identifizieren®
mit 1 € R. Fiir e3 = (0,1) € R? fithren wir das Symbol i ein,

i=1(0,1): ,imaginire Einheit*,

mit
i? = (-1,0) = —1.

Somit hat jedes z = (z,y) € C die eindeutige Darstellung
z=uxe; +yes =x+ 1y

mit Realteil 2 = Re(z) und Imaginérteil y = I'm(z).

Konjugation. Zu z=x+ iy € C sei

z=xz—iyeC
die zu z konjugierte Zahl. Die Konjugation hat die Eigenschaften:
i) Fiir alle 2 = z + iy = (z,y) € C = R? gilt

2-Z=(x+iy) - (x—iy) = 2% —i%y? = 2 + 4
. , (2.5.2)
=z +y =zl
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ii) Fiir alle z; 5 € C gilt
21+ 29 :Zil-’-z, 2129 = 21 * 23. (253)
Bewets.

(x1 +iy1) - (22 + 1y2) = (x122 — y1y2) + i(T1Y2 + T241)-

O
Folgerung 2.5.1. i) Mit Z5.2) folgt
=5 vze\{o);
5|
in Ubereinstimmung mit 5.1).
Beispiel:
2—1
2+i)7t = :
iy =2
ii) Mit (25.2)) erhalten wir
2 — __ 2 2
[zw]” = (zw) - (2w) = zwzw = |[2]|” lw]|";
d.h. wie in R gilt
lzwl| = |[z]| [lw]], Vz,we C.
Zur Abkiirzung schrieben wir im folgenden daher |z| = ||z|| fiir den Absolut-

betrag der Zahl z € C.

Polarform: Fiihren wir (r,¢) ein als Polarkoordinaten in der Ebene, so gilt
fiir z = z + iy € C offenbar

r=|z|, x=rcos¢, y=rsing,
d.h. ‘
z =1 (cos ¢ +ising) = re'?.

=:e'® (Euler)

Die Additionstheoreme
cos (¢ + ¥) = cos ¢ cosp — sin ¢psin g
sin (¢ + 1) = sin ¢ cos 1) + cos P sin ¢
fiir cos und sin ergeben die Beziehung
e?e™ = (cos ¢ + isin ¢)(cos 1 4 i sin 1))
= (cos ¢ costhp — sin @ sint)) + i(sin ¢ cos ) + cos ¢ sin )
= cos (¢ + ) + isin (¢ + ) = ' 0+Y),

Somit folgt fiir _ _
z=re?, w=se¥ecC
die einfache Darstellung

2w = rse’ @t
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Beispiel 2.5.1. i) (1+i) = v/2e™/4, also (1 +i)? = 2¢™/2 = 2i.

Zur Probe kénnen wir dies Ergebnis auch direkt berechnen: (1 +1¢) - (1 +14) =
0+17-2=21.

ii) Welchen Wert hat die Zahl

_ 4
z= 7(1 ) — 7
(V3 +1i)3
Setze
2 =1—1i=+2e"/*
29 =V3+i= 2¢'92,
wobei
1 s
— arctan — = —.
¢o = arctan 736
Es folgt
4 4 —im
z] = V2 e = —4,
25 = 23¢9 = gei™/2 = §;;
d.h.

zf_—4_ﬁ_

_= L
z & 8 2
In € kann man die Gleichung 22 = c fiir jede Zahl ¢ = se’” losen; d.h. man
kann aus jeder Zahl ¢ Quadratwurzeln ziehen. Der Ansatz z = re’® fithrt auf
2% = r2e'?? = g,
d.h.
r=+/s, ¢=1/2 modm

oder ‘
2 = ++/se'V/2.

Allgemein gilt fiir jede Zahl
c=seVeC, geN,

dass " 5
z = ¥/se'®, wobei ¢ =— mod il
q q

die ¢ verschiedenen Losungen der Gleichung
zi=c

beschreibt.
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Beispiel 2.5.2. Fiir ¢ = 1, ¢ € N erhélt man so die g-ten Einheitswurzeln
S 27k

z=¢€"9 ,k=0,...,q— 1.

Wir erkennen hier bereits, dass es nicht ohne weiteres sinnvoll ist, in C irrationa-
le oder imaginire Potenzen zu bilden, da das Argument ¢ einer Zahl z = re’®
nur modulo 27 bestimmt ist. So wére z. B. mit

1=e*% ke,
die Zahl 1° als die Menge
I'={e 2™, keu}
zu deuten, was wenig sinnvoll scheint.

Auch gibt es keine mit den Koérperoperationen vertriigliche Ordnung auf C;
sonst wire geméiss Folgerung [2.2.1] iii)

>0

und mit 1 = 12 > 0 folgt
0=1+i>0.

Hingegen ist € im Unterschied zu R algebraisch vollstindig: Nicht nur die
Gleichung 22 + 1 = 0 hat in C die Losungen z = =4, sondern es gilt der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom
P(2) = 2" + an 12" -+ ag

vom Grad n > 1 hat in C eine Nullstelle.

Den Beweis miissen wir jedoch auf spéter verschieben.



Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Beispiele

Die folgenden Beispiele sind aus der Mittelschule bekannt:
i) Die Fibonacci Zahlen

1,1, 2, 3, 5, 8, 13,...
entstehen aus einem einfachen Populationsmodell geméss dem Gesetz

ap=1, a1 =1, apy1 =an +ap—1, VneNN.

ii) Die Zinsfaktoren bei %—tel jahrlicher Verzinsung,

streben fiir n — oo gegen die Eulersche Zahl
e=2718...,

den “Limes der kontinuierlichen Verzinsung”.

iii) Die geometrische Reihe
n
Sp=l4q+@+-+q¢" =) ¢", neN,
k=0

hat fiir —1 < ¢ < 1 den “Grenzwert” S = ﬁlq; vergleiche Beispiel B.7111).
3.2 Grenzwert einer Folge

Sei (an)nen = (a1,a2,as,...) eine Folge in R, a € R.

27
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Definition 3.2.1. i) Die Folge (a,)nen konvergiert gegen a fiirn — oo, falls
gilt

Ve >0 Ing =nole) e NVn>ng: |ay, —al <¢
d.h. falls zu jeder (noch so kleinen) ,Fehlerschranke “ e > 0 ab einem geniigend

grossen Index ng = no(€) alle Folgenglieder sich um weniger als € von a unter-
scheiden. Wir schreiben dann

a= lim a, oder a, — a (n— o)
n—roo

und nennen a den Grenzwert oder Limes der Folge (an)neN-

ii) PEine Folge (an)nen heisst konvergent, falls sie einen Limes besitzt; an-
dernfalls heisst die Folge divergent.

i -
| n
no

Beispiel 3.2.1. i) Fiir a,, = %, n €N, gilt a,, >0 (n — 00).

Beweis. Nach Satz 2.3.2] gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit ng > %, d.h.
nio < e. Es folgt

1 1
—e<0<—-—<—<e¢ Vn2>ny,
n Mo

wie gewliinscht. O
ii) Sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 1. Dann gilt

q" — 0 (n— o0).
Beweis. Schreibe % =146 mit § > 0. Da geméss der Bernoullischen Unglei-
chung (1 + )" > 1 + nz fiir alle z > —1, n € N (vgl. Ubung 1.1), folgt

1

1 n
== (5) =arar =1 zng e

q
also

1
0<q”§—57 Vn € N.
n

Zu € > 0 wihle ng = ng(€) mit % < ng. Es folgt

1 1
0<qg"<—=< —<e¢ VYn>ngp.
no TL()5
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O
iii) Es gilt ¢/n =1 (n — o0).
Bewesis. Fir 0 < a,b e R gilt
a” —b" = (a—b)(a""t +ba"E 4 D 20+ 0", (3.2.1)
>0
somit folgt
a>bsad” >b", VYa,b>0, n € N. (3.2.2)

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Schitze ab

-1
(1+6)"=1+n6+(n>62+(n)63+---+e"> (n)EQZn(n)EQ>n,

2 3 2 2 -
>0
>0
falls n so gross gewéhlt, dass
n—1,
>1
2 ¢ =
Setze
2
ng > ) +1

Dann gilt fiir n > ng stets

-1 -1
B> ey
2 2

also auch
1+e)">n>1,

und mit (22 folgt

1< Yn<l+e Vn>ng;

d.h.
|’C/ﬁ—1| <e Vn>ng.

Nicht jede Folge (an)nen C R ist konvergent.

Beispiel 3.2.2. i) Sei a, = (—=1)", n € N. Offenbar gilt fiir jedes a € R,
n € N:
an — a| + |an+1 —al > |(an — a) — (@nt1 —a)| = 2,

und kein ¢ € R kann Grenzwert von (a,,) sein.

ii) Sei a,, =n, n € N. Zu jedem a € R gibt es ng mit a < ng; also
lan, —al=n—a>n9g—a>0, Vn>ng,

und kein a € R kann Grenzwert von (a,,) sein.
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iii) Ebenso gilt fiir die Fibonacci Zahlen (F,)nen, induktiv F,, > n fiir alle
n € N, und kein a € R kann Grenzwert von (F),) sein.

Beweis (Induktion). Es gilt F; = 1, F; = 1 und daher auch F,, > 1 fiir
alle n € Ny. Falls wir annehmen F;, > n fiir ein n > 1, so folgt auch F,.; =
F,+F,_1>n+1. O

iv) Seien p € N, ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 fest. Dann gilt

lim nPq¢"™ = 0;
n—oo

d.h. die Exponentialfunktion wichst schneller als jede Potenz.

Beweis. Setze
s:ql/p: Yqg<1, s>0,

so dass
an =nPq" = (ns")? = (si/n)"?, neN.
Wihle € > 0 mit
1
(1+e)?’

dazu ng = ng(e) € N gemiss Beispiel B.211iii), so dass
Yn<l+e VYn>ng.

Damit erhalten wir

np
n 1 n
0<a,= vn <( )p =7r"
(1+¢)? 1+e

1 p
r:( ) < 1.
1+e€

Mit Beispiel B.2.1lii) folgt 0 < a, <r™ =0 (n — 0o, n > ng). O

mit

3.3 Konvergenzkriterien
Kann man es einer Folge (a,),en C R ansehen, ob sie konvergiert, ohne den
Limes zu kennen? Es gibt einige niitzliche Kriterien, die dies erleichtern.

Satz 3.3.1. (Monotone Konvergenz) Sei (a,) C R nach oben beschrinkt
und monoton wachsend; d.h. mit einer Zahl b € R gelte:

a1 <ag < <ap<app <o <b, YneNl.

Dann ist (an,) konvergent, und lim a, = sup a.
n—roo nelN
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Beweis. Setze A = {a,; n € N}. Nach Annahme ist A # 0 nach oben be-
schrankt; also existiert

a=supA = supa,
neN

gemiiss Satz 2311

Behauptung Es gilt ¢ = lim a,.
n—oo
Beweis. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da a € R die kleinste obere Schranke

fiir A ist, gibt es ng = ng(e) € N mit a,, > a — e. Monotonie ergibt

a6—€< py, Lap <supag;=a<a+te Vn>ng,
leN

wie gewiinscht. O

Beispiel 3.3.1. Jeder unendliche Dezimalbruch
r=2x9-L1...Tk---

definiert eine monoton gegen die Zahl z € R konvergente Folge.

Satz 3.3.2. Seien die Folgen (an)nen,; (bn)nen C R konvergent mit lim a, =
n— oo

a, lim b, =b. Dann konvergieren die Folgen (an + bp)nen, (an - bn)nen, und
n—oo

i) lim (@, +b,) =a+b= lim a, + lim b,,

n— 00 n— 00 n— oo
ii) lim (a,-b,) =a-b= lim a, - lim b,.
n—00 n—00 n—»00
iii) Falls zusdtzlich b # 0 # by, fir alle n, so gilt auch lim (a,/b,) = a/b.
n— oo
iv) Falls a,, < b, firn € N, so auch a <b.

Beweis. Zu € > 0 sei im folgenden ng = ng(€) € N stets so gewihlt, dass

la, —al <€, |bp,—0bl <€ Vn>ng.
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i), ii) OBdA sei € < 1. Es folgt
|(an +by) — (a+b)| <l|an —a| + |bn — b < 2¢, ¥n > ny,
und wegen |b,| < |b, — b| + |b] < |b| + 1 analog auch
|anb, — ab| = |(an — a)by, + a(b, — b)]
< |bn| - lan — al + |a - by = b] < (laf + [0] + 1)e,  ¥n > ng.

Da e > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

iii) Wegen ii) geniigt es, den Fall a = a,, = 1 fiir alle n € N zu betrachten.

OBdA gelte auch 0 < € < %, also

[br| = by, =040 > |b] = [by — b > |b] —€ > 1b] /2, Vn > np.
Es folgt

b, b

1 1‘_

b, —b 2 2
< —|bn—b < —5 €, Vn>nyg.
bab ‘|b|2' = i

Da e > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

iv) (indirekt). Falls wir widerspruchsweise annehmen, dass a > b, folgt bei Wahl
von a — b =: 2e¢ > 0 die Ungleichung

bp <b+e=a—e€<ap, Yn>ng,
im Widerspruch zur Annahme, dass a,, < b, fiir alle n € IN. O]

Bemerkung 3.3.1. Wie die Beispiele B21li)-iii) zeigen, folgt aus a,, < by,
n € N, im Allgemeinen nicht die strikte Ungleichung a < b.

Beispiel 3.3.2. i) Durch Kombination der Aussagen Satz[B3.211)-iii) sieht man
sofort ein, dass

~3n*—T?4+5  3-7/n+5/n!
2t 4+ 6n2+3  246/n2+3/nt

3

ii) Eulersche Zahl: Betrachte die Folgen

1 1
“71:(1+ﬁ)n<bn:(1+ﬁ)n+l’ n € N.

Behauptung Es gilt
2=a1< a2 < <ap1<a, <by <bp 1 <o <by =4, VYnelN

Beweis. Wir schitzen ab

a, [ 1+1\" N
an1_<1+n11> (1+n—1)_<

nZ—1\n» n 1n 1 1. 1
=(Fr) =) ez 0 )=t
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wobei wir im letzten Schritt die Bernoullische Ungleichung verwenden. Analog

erhalten wir unter Verwendung von —"5 > -5 = die Abschétzung

b1 1+ L | _( n )” 1
by \ 1+1 1+1 - \n2-1/ 141

~(rm)
o n?—1 1+

Die Behauptung folgt. O
Gemaiss Satz .31l und Satz B.3.2] existieren

a= lim a, =supa, <b= lim b, = 1nf by, .

Weiter gilt fiir beliebiges n € N

1 4
0<b—a<b,—a,= ((1—|—7)—1> can < —;
n n
also a = b =: e, die Eulersche Zahl.
iii) Sei ¢ > 1. Setze a; = ¢ und
1 c c—a?
Opt1 = §(an + a) =an + 2%”, n € N.
Behauptung lim a, = a existiert, und a? = c.
n—oo
Beweis. Es gilt a? = ¢® > ¢, und weiter
—a?\2 —a?\2
az,, = (an+c a") =a?+(c—a)+ (C a") >¢, VneN
2an 2an
————
>0

insbesondere folgt somit auch a1 < a,, Vn € N.

Behauptung a, > 1, Vn € N.
Beweis (Induktion). n = 1: Nach Voraussetzung gilt a; = ¢ > 1.

n +— n + 1: Mit der Induktionsannahme a,, > 1 > 0 erhalten wir zunéchst

1 c a
5(an+a)z?"z > 0.

DO =

Ap4+1 =

Da andererseits ‘1721+1 >c>1, folgt apy1 > 1. O
Somit erhalten wir
1<ap1<ap,<---<ap=c¢, Vnel,
und gemiss Satz B3] existiert a = lim a,. Mit Satz 332 folgt schliesslich
n—oo
1 c 1
= ] = 1li — _
a = 1m Ap41 = n1_>m 2(an+an) 2(a+ )

also erfiillt a die Gleichung a? = ¢, wie gewiinscht. O
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3.4 Teilfolgen, Haufungspunkte

Sei (ag)kren eine Folge in R.

Definition 3.4.1. Sei A C N eine unendliche Teilmenge, N > n — l(n) € A
eine monotone Abzihlung von A. Dann heisst die Folge (ai)ien = (Qi(n))nen
eine Teilfolge von (an)nen-

Beispiel 3.4.1. i) Die Folge (a,)nen mit a, = (—1)"*!, n € N, hat die kon-
stanten Teilfolgen (a2, )neN, (G2n+1)neN-

ii) Die Folge (2")nen ist eine Teilfolge von (an)nen mit a, =n, n € N.

Definition 3.4.2. a € R heisst Hiufungspunkt von (an)nen, falls (an)nen
eine gegen a konvergente Teilfolge besitzt; d.h. falls

a= lim ay,

l—o0, lEA

Bemerkung 3.4.1. Offenbar ist ¢ € R genau dann Haufungspunkt der Folge
(an)neN, falls gllt

Ve>0 Vng e N I >ng: |a—a <e.
Beweis. Falls a; — a (I — oo, 1 € A), so existiert offenbar zu jedem e > 0 ein
[ > ng mit |a — a;] < e. Umgekehrt wéhle (1) = 1 und fiir jedes n > 1 einen

Index | =1(n) > l(n — 1) mit |a — a;] < 1/n. Induktion liefert I(n) > n. O

Beispiel 3.4.2. Die Folge a,, = (—1)"*! hat die Hiufungspunkte +1 und —1.

Limes superior, limes inferior. Sei (a,)nen C R beschriinkt, d.h.
IMeR VneN: |a,| < M.
Fiir k € N existieren dann

¢ = inf a, < supa, = b.
n2k n>k

Offenbar gilt
~M<c <o <Scep<cpyp1 Kb b <o <0 <M, VEeN.

Mit Satz [3.31] folgt die Existenz von

b= lim by =: limsupa, (,,Limes superior*),
k—o00 n—oo

c¢= lim ¢ =: liminfa, (,,Limes inferior®),
k—o0 n— 00

und ¢ < b wegen Satz [3.3.2]
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b=limsup,,_, . an

c = liminf, oo an . Ie <

Lemma 3.4.1. b und ¢ sind Hiufungspunkte von (ap)nen -

Beweis. Seien € > 0 und ng € N vorgegeben. Da b = klim bi, gibt es kg = ko(e)
—00
mit
‘bk — bl < €, vk > ko;
d.h.

b—e<b,=supa, <b+e Vk2>ko.
n>k

OBdA kg > ng. (Ersetze sonst kg durch ng.) Fixiere k& = kg. Nach Definition
des Supremums gibt es | > kg mit

a; > sup an — € = by, — € >b— 2¢;
’rLZk‘g

Weiter gilt
a; < sup ap < b+e < b+ 2

nzko

also
la; — b] < 2e.

Die Behauptung folgt mit Bemerkung Bem:3.4.1.
Analog ist ¢ Haufungspunkt von (a,)nen- O

Es folgt

Satz 3.4.1. (Bolzano Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (an)nen besitzt
eine konvergente Teilfolge, also auch einen Hdaufungspunkt.

Bemerkung 3.4.2. i) Sei (ay)nen C R beschrinkt, und seien (by), b, (¢x) und
¢ wie in Lemma B4l Zu € > 0 wiihle ky = ko(€) mit

by =supa, <b+e, VEk2> ko,
n>k
c, = inf ap, >c—¢€, Vk > kg.
n>k
Fiir k = ko folgt dann
c—e<ap,<b+e Vn>ky

d.h. fiir jedes € > 0 liegen alle bis auf endlich viele Glieder der Folge (ay,)nen in
Je—€,b+ €.
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ii) Insbesondere ist b der grosste und ist ¢ der kleinste Haufungspunkt von
(an)n€N> und

iii) falls b = ¢, so ist (an)nen konvergent mit

lim a, =b=c.
n—oo

iv) Umgekehrt konvergiert jede Teilfolge einer Folge a,, — a (n — o0) ebenfalls
gegen a.

Beispiel 3.4.3. Sei g1 = 1, g,y 1 = 1 + 2, n € N. Offenbar gilt 1 < g, < 2,

gn
Vn € N; aber
35
(gn)nelN = (1a 27 57 ga e )

ist nicht monoton. Beachte jedoch, dass mit der Rekursionsformel

1 1 1+ 2g, 1

gn+2 gn+1 1 + g% ]- + gn ]- + 9n

folgt

1 1 9n — Gn-—2

1+ gn—2 149 (1+gn)(1+9gn-2)

Da g1 = 1 < g3 = 3/2, ist die Teilfolge (g2n—1)nen somit monoton wachsend;
analog ist wegen go = 2 > g4 = 5/3 die Teilfolge (g2, )nen monoton fallend. Da
(gn) zudem beschrankt, existieren

In+2 — Gn =

a= lim gop—1, b= lim go,.
n—oo n—oo
Mit Satz [3.3.2] folgt 1 < a,b < 2; weiter erhalten wir

1 1
a= lim gop41 = lim (1—&——) =14+ -,
n—00 n—00 Jon b

1 1
b= lim g, — m(r& )=1+<
gon—1 a

n—o0 n—o0
Multiplikation dieser Gleichungen mit b, bzw. mit a ergibt die Beziechung
ab=1+b=1+a,
also a = b =: g, und g 16st die Gleichung

1
g=1+~-
g
Setzen wir schliesslich noch h = %, so erhalten wir die Beziehung
1 1 1+h
h g + g + 1

und erkennen h als goldenen Schnitt.

Da jede Teilfolge (g;)iea entweder unendlich viele Folgenglieder gs,, oder unend-
lich viele Folgenglieder go,,+1 enthélt, folgt

g = limsup g, = liminf g,,
n—o00 n—0o0

und (gn)nen ist konvergent mit lim g, = g.
n—o0
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3.5 Cauchy-Kriterium

Sei (an)nen eine Folge in R.
Definition 3.5.1. (a,),en heisst Cauchy-Folge, falls gilt

Ve >0 Ing =ng(e) € N Vn,l >ng: |a, —a] <e. (3.5.1)

Satz 3.5.1. (Cauchy-Kriterium) Fir (an)nen C R sind dquivalent:
i) (an)nen ist konvergent,

ii) (an)nen ist Cauchy-Folge.

Beweis: i)= ii): Sei (an)nen konvergent, a = lim a,. Zue > 0 wihle ng € N
n— o0
mit
lan, — a| < e, Vn > nyg.

Es folgt
lan, — ai] < |an, —al + |a; — a| < 2e, Vn,l > no.

ii) = 1): Sei (apn)nen Cauchy-Folge.
Behauptung 1 (a,)nen ist beschriankt.
Beweis. Zu e =1 > 0 wihle ng mit
lan, —ai] <1, Vi, n > ng.
Fixiere n = ng. Dann folgt
lai| < lan,| + 1, Yl > ng;

also
la;| < max{|a1|7...,|an0,1| sane| + 1}.

Behauptung 2 (a,),en ist konvergent.

Beweis. Nach Satz[B 4Tl gibt es A C N, a € R mit
ap—a (I =00, l€A).
Zu € > 0 wéhle ng = ng(e) mit

la; —al <e, Vi>ng, l€A
la; — an| <€, Vi,n >ng.

Fiir beliebiges [ € A, | > ng erhalten wir so die Abschétzung

lan, — a| < |an, — a] + |a; — a| < 2¢, Yn > ngp;
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d.h.

an — a (n— o00).

O
Beispiel 3.5.1. i) Die harmonische Reihe
ap =1+ -+ +f*il necN
n n - k/’, )
k=1
ist divergent, da zum Beispiel gilt
1 1 n
n — Un = 7>7:*,\V’ N.
@ “ n+1 Tt 2n — 2n ne
Also ist (an)nen keine Cauchy-Folge und divergiert nach Satz B51l
ii) Die alternierende harmonische Reihe
11 1 & (=1)kHt
n=1—=4+=—--. _1)ntlz = R — N
¢ gty AT =) s e,
k=1
erfiillt wegen ﬁ - Q—Ik > 0 fiir alle k¥ € N offenbar die Ungleichung
A2k—2 < A2k < 2k—1 < A2k+1, ke ]N7 (352)

und die Teilfolgen (ask)ren, bzw. (a2x+1)ken sind nach Satz B3I monoton
konvergent. Da
1

S N 3.5.3
nrl TEN ( )

|an - an+1| -
haben sie zudem denselben Limes a, und (a,),en konvergiert nach Bemer-

kung B42iii). Schliesslich erhalten wir mit (35.2]) und (53] noch die Fehler-
abschéitzung

1
‘an*a|§7n+1, nelN.

iii) Sei (ax)ken eine Folge positiver Zahlen mit ax_1 > ar — 0 (K — o0).
Analog zu ii) besitzt dann die Leibniz-Reihe

Sp=a; —ay+az—---+ (—1)""a,, necN,

einen Limes S, und es gilt die Fehlerabschitzung |S,, — S| < ap41, n € N.

3.6 Folgen in R oder C

Sei (an)nen eine Folge in RY mit a, = (al,...,a%) € R% n € N, und sei
a=(a',...,a?) € R4
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Rd

ag .-

Definition 3.6.1. a, — a (n — ), falls ||a, —a|| = 0 (n — o).

Satz 3.6.1. FEs sind dquivalent
i) a, = a (n = o0),
i) Vie {1,...,d}: a}, = a' (n — 00).

Beweis. Fiir v = (2!,...,2%) € R? gilt offenbar

d
zi|” < max |z*|.
> <Vd ‘
1<i<d

i=1

max |2'| < ||| =
1<i<d

i) = 11): Falls a,, = a (n — 00), folgt mit B.6.T]) fiir jedes i € {1, ...

|at, fai| <|lap —al| =0 (n — o0).

i) = i): Falls al, — a® (n — o) fiir 1 <i <d, so

d
ol — '] < 3l 0 (0 )

gemiss Satz 332 also mit B.6.1) auch a, — a (n — o0).
Mit Satz [B.5Tund B.6.1) folgt aus SatzB.6.1t

Satz 3.6.2. Es sind dquivalent:
i) (an)nen konvergiert

ii) (an)nen ist Cauchy-Folge.
Definition 3.6.2. (a,),en st beschrinkt, falls gilt

ACeR VneN: |a,| <C.

Mit Satz [34.71] und Satz B.6.1] folgt

39

(3.6.1)

Satz 3.6.3. (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (an)nen in RY

besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. Fir 1 < k < d schatze ab

|am <lan]| £ C, neN.
Nach Satz 3.4l existieren Teilfolgen N D Ay D - D Ag =: A, (a*,...,a?) € R?
mit

a¥ —a® (n— o0, neA), 1<k<d.

Mit Satz 361 folgt

an = a:=(a',...,a%) (n— oo, n€A).

3.7 Reihen

Sei (ay)ren eine Folge in R oder C. Betrachte die Folge (S, )nen der Partial-
summen

n
Sn:a1+~~~+an:2ak, n € N.
k=1

[ee]
Definition 3.7.1. Wir sagen, die Reihe ) a; ist konvergent, falls
k=1

n oo
lim S, = lim E ap =: E ay
n— oo n— oo
k=1 k=1
existiert.

Beispiel 3.7.1. i) Fiir |¢| < 1 gilt

n
1_qn+1
Sp = ¢F=—

(Beweis: Induktion oder mit (1 —¢)S, =S, — (Sps1 — 1) =1 —¢"L)

o0
Also ist die geometrische Reihe Y ¢* konvergent mit
k=0

- 1
qu:ﬂ~

k=0

o0
ii) Die harmonische Reihe Y + ist nach Beispiel B5.1li) divergent.
k=1
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Konvergenzkriterien. Sei (a,)nen eine Folge in R oder € mit

NE

S, = ar, n€N.

=~
Il

1

Der Satz [3.5.1] liefert sofort

(ee]

Satz 3.7.1. (Cauchy Kriterium) Die Reihe Y. ay ist konvergent genau dann,
k=1

wenn gilt

n
D

k=l

=0 (n>1, l > ).

n
>~ ag|; benutze Satz 3511 O

k=l+1

Beweis. |S, — S| =

Bemerkung 3.7.1. i) Insbesondere ist die Bedingung ay — 0 (k — o0) not-

wendig fiir Konvergenz von > ay. (Wéhle n =1 in Satz B7.11)
k=1

ii) Die Bedingung ar — 0 (k — o0) ist aber nicht hinreichend fiir Konvergenz,
vergleiche die harmonische Reihe.

Im folgenden suchen wir moglichst leistungsfahige hinreichende Bedingungen
fir Konvergenz von Y aj. Alle aufgefiihrten Kriterien stiitzen sich auf den

k=1
Vergleich mit der geometrischen Reihe.

Satz 3.7.2. (Quotientenkriterium) Sei ay #0, k€ N.

i) Falls
. Ak+1
lim sup + 1,
k—o0 ag
o0
so ist Y ay konvergent;
k=1
ii) falls
.. ak+1
lim inf | —+ 1,
k—o0 ag
o0
so ist Y ay divergent.
k=1
Beweis. i) Setze
. Ak+1 k+1
qo := lim sup = lim sup + 1.
k—o0 Ak N0 k>n | Ak

Wihle ¢ € R mit ¢p < ¢ < 1. Dann gilt fiir geniigend grosses ng € N

Qk41
ag

sup
k>n

§q7 V’I’LZTL(M
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insbesondere bei Wahl von n = ng also

Ak+1
Qg

S(L Vano

Es folgt fiir £ > ng die Abschéitzung

ar  Gg—1 Ang+1 k—n k
: a <q 0|an0|ch )

jax| = | -

ag—1 Af—2 Qnyg

(k—no) Faktoren

wobei C = ¢~ ™ |ay,|. Fiir n > 1 > ng erhalten wir somit

n
D a

n n 1
k !
2. SZ\@HSCZq SCQE%O(nzl,l%oo),

k=l k=l

o0
und > ay ist konvergent nach Satz B711
k=1

ii) Es gelte

. o0k .. Ak+1
liminf [ 1| = lim inf s,
k—o0 ag n—ook>n | Qg
Dann existiert ng mit
A+1 . Ak+1
> inf + >1, Vk > no,
Qg k>ng | Qg
also
ag Ano+41
sl = [ 252 ) 2 g > 0, 2 mg
ak*l no

o0
und > ay ist divergent nach Bemerkung B711).

k=1
O
Beispiel 3.7.2. i) Die Exponentialreihe
>k
Baxp(z) =) %
k=0
konvergiert fiir jedes z € C.
Beweis. OBdA sei z # 0, also auch ay, := i—? # 0, Yk € INg. Wegen
QZ? = k|i|1 =0 (k— o0)
erhalten wir mit Satz Konvergenz. O

ii) Fiir welche z € C konvergiert die Reihe

2L 2Rk
f(z) = ik 7
k=0
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OBdA sei z # 0. Setze ap = %, k € N, mit

Qk+1 ( k )k _. 1 (k—=o0) 2
Qg (

= - =
E+1 1+ 1)k e
Mit Satz 372 folgt Konvergenz von f(z) fiir |z| < e, Divergenz fiir |z| > e.

Offen bleibt das Verhalten von f(z) fiir |z| = e, d.h. auf dem Rand des ,,Kon-
vergenzkreises®.

Das Quotientenkriterium versagt, wenn unendlich viele a; verschwinden oder
falls die Folge der Quotienten a(’;zl stark oszilliert. Um auch solche Félle behan-
deln zu konnen, benétigen wir ein leistungsfihigeres Kriterium. In der Tat ist

das folgende Kriterium nahezu bestmdoglich.

Satz 3.7.3. (Wurzelkriterium) Sei (ax)ren eine Folge in R oder C.

o0
i) Falls limsup {/|ax| < 1, so konvergiert > a;
k—o0 k=1

o0
i) falls limsup {¥/|ag| > 1, so divergiert 3 ay.
k—o0 k=1

Beweis. i) Fiir ¢ € R mit

limsup v/]ax| < ¢ <1

k— o0

und geniigend grosses ng € N gilt

Vak] < q, Yk > no,

also
lak| < qk, Vk > ng.

Fiir n > 1 > ng folgt

n
pIL
k=l

=0 (I = 00),

< k —
_;q T

[ee]
und > ay ist konvergent nach Satz B711
k=1

ii) Falls limsup {/]ag| > 1, so gibt es fiir alle ng € N ein k > ng mit ¥/|ag| > 1,

k—o0

o0
also limsup |ag| > 1, und > ay ist divergent nach Bemerkung B7111).

k—o0 k=1

O

Anwendung: Sei (c;)ren, Folge in R oder C. Betrachte die Potenzreihe in
ze C:

o0
p(2)i=cot+crzt+czi+ = chzk.
k=0
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Setze aj, = ¢,2", k € N, mit

Vagl = |z| - ¥/|ckl, k€ N.

Mit Satz B7.3] erhalten wir sofort die folgende Charakterisierung des Konver-
genzbereichs von p.

o0
Satz 3.7.4. Die Potenzreihe p(z) = Y. cp2" ist konvergent fiir alle z € C mit
k=0
] < 0,0
Z = ) w )
P lim sup /|ck]|
k—o0

divergent fiir alle |z| > p.

Bemerkung 3.7.2. Insbesondere ist der Konvergenzbereich von p ein Kreis.
Satz [B.7.4] liefert zudem eine prazise Charakterisierung des Konvergenzradius,
was das Quotientenkriterium nicht zu leisten vermag.

Beispiel 3.7.3. Falls wir als Koeffizienten die Zahlen

{1, k ungerade
C =

%, k gerade

&)

withlen, so liefert das Wurzelkriterium Konvergenz der Reihe > ¢ 2" fiir [2] < 1,
k=0

wahrend das Quotientenkriterium keine Aussage ermoglicht.

Beispiel 3.7.4. (Zeta-Funktion). Fiir s > 0 betrachte die Reihe

)= 0
k=1

Fiir welche s > 0 ist {(s) konvergent?
i) Offenbar gilt fiir s < 1 stets
N1 =1
;FZ;E%OO (n — o0).
Also ist ((s) fir solche s divergent.

ii) Sei s > 1. Setze a; = 7+, k € N. Beachte

ap4+1 k s
" 7(7]64-1) =1 (k— 00),

Vis = (VE)* =1 (k— o0);

Quotienten- und Wurzelkriterium versagen also. Zerlegen wir jedoch fiir belie-
biges L € N die Summe iiber 1 < k < oL+l _q “dyadisch” in L Teilsummen
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iiber 2! < k <21 — 1, 0< 1< L, so erhalten wir

2L+1_1 L 2t L

1
> Z( > ) =2h
k=1 =0 k=2l =0
mit
2t 1
b = Z E§2l_%:2l(1—s):ql’
k=21

wobei ¢ = 2% < 1. Es folgt, ((s) konvergiert fiir s > 1. Zum Beispiel gilt

¢(2) = %2 aber niemand weiss, welchen Wert ((3) hat.

Die Zeta-Funktion steht im Mittelpunkt einer der berithmtesten Vermutungen
der Zahlentheorie (“Riemannsche Vermutung”, “Riemann hypothesis”).

3.8 Absolute Konvergenz

Sei (an)nen Folge in R oder C.

o0 o0

Definition 3.8.1. Die Reihe Y ai konveriert absolut, falls > |ax| konver-
k=1 k=1

giert.

Bemerkung 3.8.1. i) Das Quotienten- und Wurzelkriterium sind Kriterien
fiir absolute Konvergenz.

n
ii) Da die Partialsummen S,, = > |ax| < Sp4+1 monoton wachsen, geniigt nach

k=1
Satz [3.3.1] die Beschrinktheit dieser Folge fiir Konvergenz. Notation:

oo oo
Z lak| < 0o & Z |ax | konvergiert.
k=1 k=1

(oo} [ee]

Wir wollen Reihen > ap und ) by miteinander multiplizieren. Dabei kann
k=1 k=1

man die Produkte ab; offenbar in sehr unterschiedlicher Weise summieren.

Kommt es auf die Reihenfolge an?

Beispiel 3.8.1. E konverg1ert nach Beispiel B.51lii), jedoch ist E 5%
nach Beispiel Bﬂl) dlvergent Wahlt man zu | € N den Index k; so dass

Z 55 > L+ Z 77—, und summiert man fiir jedes [ die ersten k; positiven
k=1

Glieder der Folge (( k) )ken, wobel man nach jeweils k; positiven Gliedern der
Folge das j-te negative Folgenglied abzieht, so erhélt man fiir die entsprechenden
Partialsummen Sj,4+; der so umgeordneten alternierenden harmonischen Reihe
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den Wert
P STUUURL S P N IOUPRINE R SV
M T 2k, 20 + 1) %y 3
k; l
1 1 1 1 1
e S — — > 1, VIl e N;
R TR B ey g ;% k;zk—1 y VWEN

d.h. die so umgeordnete alternierende harmonische Reihe ist divergent!

Zunéchst beantworten wir die obige Frage fiir eine Reihe.

o0

Satz 3.8.1. Sei Y ay absolut konvergent, und sei ¢ : N — N bijektiv. Dann
k=1

o0
ist auch die “umgeordnete” Reihe ) a, ) konvergent, und es gilt

Z a¢(k) = Z Q.
k=1 k=1

oo}

Beweis. Zum Beweis der Konvergenz von ) a, () sei € > 0 vorgegeben. Da
k=

. 1

> |ak| konvergiert, gibt es ng = ng(e) mit

k=1

o0
Z lax| < e.

k:’no
Setze n; = max{p"*(1),...,9 " (ng)}. Da ¢ injektiv, folgt
o(k) > no, Yk > ng;

also fiir n,l > ny:

l [e's)
Z Ap(k) < Z |ak| < €.
k=n k=ng

[ee]
Also konvergiert ) a,(x). Weiter gilt
k=1

<2 ) Jax| <26

k}:’no

Z Qp(k)

k=ni1+1

< +

D= YA
k=1 k=1

o0 ny
D oak =D ap
k=1 k=1

O

o0
Beispiel 3.8.2. Y kq* ist fiir |q| < 1 gemiiss Satz B3] absolut konvergent.

k=1
Mit Satz [3.87] diirfen wir die Terme der Reihe auch wie folgt zerlegen, um den
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Wert dieser Reihe zu bestimmen.
oo
kit =g+ +¢+. .
k=1
+@3+P+.
+¢+ ...

oo

=S = i

=1 k=0

(Umordnung der Summation: Statt | wird — summiert.)

Satz 3.8.2. Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in R oder C, und seien die Rei-

hen 3~ ag, > br absolut konvergent. Dann konvergiert die Reihe der Produkte
k=1 k=1
absolut mit

o0 o0 o0
E arb = E ap, - E by,
k=1 =1l =1

unabhdngig von der Summationsreihenfolge.

o0
Beweis. Nach Satz[B.RTlgeniigt es, die absolute Konvergenz der Reihe > axb;
k=1
fiir eine Summationsreihenfolge zu zeigen. Mit Satz[3.3. 2erhalten wir dann auch

oo

Z arb; = nlLH;O Z arb; = nlLH;o(Zak : Zbl) = Zak ) th
=1 =1

k=1 k=1 k=1 k=1

und die Aussage des Satzes ist bewiesen. Somit folgt der Satz aus

Behauptung Z(Z |akbl|) konvergiert absolut.
I=1 ‘=1

Beweis. Setze Cy := Y |ag|. (OBdA sei Cy > 0). Zu € > 0 wihle Iy = lo(€) mit
k=1

> bl < €/Co.

I=lo

Fiir n > m > [y folgt mit Satz 3.3.2]

<Co
Z( \akbl|) :Z(|bl|2|ak|) <Co Y Il <oy bl <.
l=m k=1 l=m k=1 l=m 1=ly

Beispiel 3.8.3. Sei

Ezxp(z) = Z o
k=0 "
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wie in Beispiel B72li). Fiir z,y € C gilt nach Satz

o0 o0 1
" Y
Exp(x) - Exp(y :Zﬁ f
k=0 1=
k|l © 0 kol
_ ry _ TYN_
_Z IZI_Z(ZkIZI) (+)
k,l=0 k=0 (=0

Substituiere bei festem k den Laufindex [ durch die neue Summationsvariable
n =k +1; d.h. ersetze | durch n — k. Wir erhalten

-SSR ()
—Zn&z() )=

n=0

=(z+y)"
Es folgt
Korollar 3.8.1. (Additionstheorem fiir Exp) Fir z,y € C gilt

Exp(z) - Exp(y) = Exp(z + y).

3.9 Die Exponentialreihe und die Funktion e

Die Exponentialreihe hat interessante Eigenschaften.

Satz 3.9.1. Es gilt

= 1 1 _ 1\»
Exp(l fzk——1+l+2+ = —hm(1+ﬁ>.

n—o00
k=1

Beweis. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

Lin = (n) 1 _ < n!
14+ 2)" = =N
(1+2) Z(k) T2 (n— k)l nF
k=0 k=0
n
1 nn-1)...(n—k+1)
= il R < Exp(1),
k=0
e
Tk
mit
O<a()<1 a,(cn)—>1 (n — o0, k fest).

Zu e > 0 wihle ng = ng(e) mit

no 1
7 > Eap(l) —
k=0
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dazu weiter n; = n1(e, ng) mit

no

Zl—a,&") <e€ VYn>n.

k=0
OBdA ny > ng. Es folgt fiir n > nq > ng:

1 2001 n
0< Exp(1) — (1+ﬁ)n <z:a(1—a§c ))+6<26.
k=0

O
Mit Korollar B.81] folgt induktiv
Ezp(n) = Exp(1) - Exp(n —1) = --- = (Exzp(1))" =€", Vn e N.
Unter Beachtung von
Exp(n) - Exp(—n) = Exp(0) =1
erhalten wir dann weiter
1
Exp(—n) = =e " N.
xp(—n) Fap(n) e ", Vne
Analog gilt fiir p,q € N
Py _ ENS
Exp(q) - (Eajp(q)) : (3.9.1)

insbesondere folgt fiir p = g € N zunéchst

E,Tp(é) = (Eﬂt?p(l))é = e,
und mit (9J) dann auch

d.h. wir erhalten

Satz 3.9.2. Exp(x) =¢€*, Vo € Q.

Fiir rein imaginire Argumente z = iy, y € R, konnen wir Exp(iy) durch Um-
ordnung gemiiss Satz B8] in Real- und Imaginiirteil zerlegen

— (iy)*

Eap(iy) =3 =]

e
Il
<

1,2 >, (—1)ly2H1

D' -
ST e
| |
— (20)! p (20 +1)!
=: Cos(y) + iSin(y).
Mit Korollar B.81] erhalten wir dann fiir z = z + iy € C

Exp(x + iy) = Exp(z) - Exp(iy)
= Exp(z)(Cos(y) +iSin(y)).
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Bemerkung 3.9.1. Spiter werden wir C'os und Sin als die trigonometrischen
Funktionen cos und sin wiedererkennen und die Identitédt herleiten

Exp(z + iy) = ¢”(cos(y) + isin(y)), Vz=ax+iy € C.



Kapitel 4

Stetigkeit

4.1 Grenzwerte von Funktionen

Bisher konnten wir mit Satz B.3.21 Grenzwerte von Ausdriicken der Form

b
:%Zi—’_ck mit ax — a, by = b, ¢ = ¢, dp > d#0 (k — 0)
k
behandeln. Die Punkte xj := (ag, by, ¢k, di;) konnen wir auffassen als Elemente
x € R* mit 2, — x9 = (a,b,¢,d) (k — 00).

Yk

Allgemein untersuchen wir nun fiir eine Funktion f:  — R™ auf einer Menge
Q C R? die Konvergenz von Folgen yj, = f(x}), wobei (x1)ren C 2 mit x5, —
xo (k — 00). Der Limes z( der Folge (21 )ren muss dabei nicht notwendig selbst
wieder in ) liegen.

Beispiel 4.1.1. Sei f(z) = x;:ll, x # 1. Die Funktion f hat eine “Definitions-

liicke” bei x = 1. Wegen 22 — 1 = (z + 1)(x — 1) kann man jedoch fiir x # 1 den
Faktor (z — 1) kiirzen. Fiir eine Folge 1 # xp, — 1 fiir kK — oo erhalten wir so

flzr) =2 +1 =2 (k— 00).
Wir kénne also die Funktion f durch f(1) = 2 an der Stelle z = 1 “stetig

erginzen”.

Definition 4.1.1. Sei Q C R?. Der Abschluss von € ist die Menge
Q={zcR% I(zp)ren CN: zx =z (k= 00)}.

Bemerkung 4.1.1. Offenbar gilt Q C Q. (Zu 2 € Q betrachte die konstante

Folge x, =« — x (k — 00).)

Beispiel 4.1.2. i) R\ {1} =R.
i) ]0,1[ = [0, 1].

ol
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iii) Sei B,(wo) = {z € R% ||z — 20| < r}. Dann gilt
B,(z0) = {x € RY; ||z — x| <7}

Beweis. OBdA sei zg = 0.

“>7: Fiir # € RY mit ||z]| < r setze zp = (1 — §), k € N, mit

1
|lzx]l = (1 — E) lz|| <7, zp = x (k= o0).

“C”: Falls ||z|| > r, xp — x (k — 00), so existiert ko mit

ekl = [le]l = [l = zpll > 7 (k = ko).

Es folgt zy, ¢ B,(0) fir k > ko, und = ¢ B,.(0). O
iv) Q =R.

Beweis. Zu xg ¢ Q, k € N sei z; die an der k-ten Nachkommastelle abge-
brochene Dezimaldarstellung von zo. Offenbar gilt z; € @ fiir alle £ € N und
xr — xo (B — 00). O

v) R\Q=R.

Beweis. Sei ro € Q. Dann gilt yo = 29 + V2 ¢ Q. Fiir k € N sei y wie in
iv) die an der k-ten Nachkommastelle abgebrochene Dezimaldarstellung von yg.
Wir erhalten so die Folge 2 = yx —v2 ¢ Q, k € N, und 2, — zo (k — 00). [
Sei f: Q= R", 29 Q, acR"

Definition 4.1.2. f hat an der Stelle xy den Grenzwert a, falls fiir jede Folge
(k) ren n Q mit 2 — xo (K — 00) gilt f(xx) — a (k — o0).

Notation: lim f(z) = a.

T—xTo

Bemerkung 4.1.2. Falls f einen Grenzwert besitzt an einer Stelle zg € €2, so
muss gelten lim f(z) = f(xp). (Betrachte die konstante Folge z = z¢ € ,
r—rxo

ke N.)

Definition 4.1.3. Sei Q C R4, f: Q — R"™.

i) f heisst stetig an der Stelle oy € Q, falls a := mligclo f(x) existiert (mit
a = f(zo) gemdss Bemerkung[{.1.2).

ii) f heisst an der Stelle o € Q\Q stetig ergiinzbar, falls 1151;10 f(z) =:a

existiert. (In diesm Fall ist die durch f(xo) = a erginzte Funktion f offenbar
stetig an der Stelle xy.)

Beispiel 4.1.3. i) Sei p: C — C das Polynom

p(z)=av+ar1z+---+a,z", z€C,
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mit Koeffizienten a; € C,1 =0, ...,n. Nach SatzB32 gilt fiir 2z, — 2o (kK — 00)
p(zk) =ap+arz+ -+ anzj — p(20) (k — 00).

Also besitzt p an jeder Stelle zg € C den Grenzwert p(z9) und p ist stetig an
jeder Stelle z € C.

ii) Eine rationale Funktion p/q mit Polynomen p,q: C — C ist stetig in jedem
Punkt z des natiirlichen Definitionsbereichs Q = {z € C; ¢(z) # 0}.

iii) Sei f(z) = 22=1 2 2% 1. Wie in Beispiel Bl gezeigt, kénnen wir die

r—1"

Funktion f an der Stelle x = 1 durch f(1) = 2 stetig ergéinzen.

iv) Sei Q@ = R\{0}, f(z) = 1/z, x # 0. Dann gilt fiir 2, — z¢ # 0 nach Satz

337 L
flap) = — = — = f(zo) (k— o0).

Tk Zo
An der Stelle zp = 0 besitzt f jedoch keinen Grenzwert. (Betrachte zum Beispiel
zp =1+ — 0 (k— o00) mit f(zx) =k — oo (k= o0).)

v) Sei @ =R, xq: R — R die “charakteristische Funktion” von @ mit

1, ‘TEQ?
XQ(fU):{O rdQ

Dann besitzt xg an keiner Stelle zy € IR einen Grenzwert, denn zu jedem
zg € R\ Q gibt es gemiss Beispiel LI 2iv) eine Folge (zx)ren C Q mit
xp = xo (k — 00) und limg_,o0 Xq(2k) = 1 # xq(z0) = 0; analog fiir o € Q.

vi) Die stiickweise konstante Funktion f: R\{0} — R mit

f(x):{a’ z <0

b, >0
ist stetig an jeder Stelle zg # 0; sie ist jedoch fiir @ # b an der Stelle zop = 0
nicht stetig ergénzbar.

vii) Sei —00 < a < b < oo, und sei f: Ja,b[— R monoton wachsend. Dann
existieren fiir jedes xg €]a, b[ die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

flag) = lim_ f(z), flzg):= lim_ f(),

T—x0, T>T0 T—xo, T<Io

und f ist stetig an der Stelle zg genau dann, wenn f(zy) = f(z) = f(20).

Beweis. Sei xg €]a,b|. Falls (zx)ren Cla, b[ mit
Tp < Tp41 — 2o (B — 00),

so ist die Folge (f(xk))ken monoton wachsend und beschriinkt. Gemiiss Satz

B3] existiert

lim f(xk) =: a.
k—o0

Wir zeigen, dass der Limes unabhéngig ist von der gewéhlten Folge.
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Behauptung a = lim  f(x).
T—x0, T<Io

Beweis. Sei (yi)ren Cla,b] mit yp — 29 (K — 00), yr < 2o fiir alle k € N.

Zu € > 0 gibt es kg € N mit
a—e< f(zr) <a, Vk> k.
Da yr — zo (kK — 00), 1 < xo (k € N), gibt es k1 € N mit
Thy < Yk < xo, Vk > ki,
Zusammen mit der Monotonie von f folgt
a—e< f(zr) < flyr) < klir&f(xk) =a, Yk > ki;

d.h.
flyr) = a (k— o0).
O
Analog existiert f(zd). Offenbar gilt lim f(z) = f(7¢) genau dann, wenn

Tr—xo

flag) = f(@f) = f(=o). H

Satz 4.1.1. Sei f: |a,b[— R monoton wachsend. Dann ist f in héchstens
abzdhlbar vielen Punkten unstetig.

Beweis. Gemiss Beispiel L 1.3lvii) existiert fiir jede Unstetigkeitsstelle zo €
Ja, b] stets ein r = r(xp) € Q mit

flwg) <r < flag).

Wegen der Monotonie von f gilt zudem fiir je zwei Unstetigkeitsstellen zy < yo
von f auch stets r(x¢) < r7(yo); die Abbildung

{zo €]a,b[; f ist unstetig an der Stelle z¢} 3 xo — r(zg) € Q

ist also injektiv. Die Behauptung folgt. O



4.1. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN 55

Definition 4.1.4. FEine Funktion f: Q C R? — R" heisst Lipschitz stetig
mit Lipschitzkonstante L, falls gilt

[f(2) = f@I <L e —yll, Vz,yeQ. (4.1.1)

Beispiel 4.1.4. i) Die euklidsche Norm |-|| : R — R ist Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = 1.

Beweis. Gemiss Satz ZA2iii) gilt ||z| — |ly|| < ||z — vyl fir alle z,y € R%
Nach Vertauschen von z und y folgt die Ungleichung

[zl = [yl | < lle =yl -
O

ii) Die Funktionen R > 2z — 2% = max{0,+x} sind Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = 1.

iii) Die Addition R™ x R™ > (z,y) — = +y € R™ ist Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = V2.

Beweis. Beachte die Aquivalenz R” x R™ ~ R?" mit

[ (z, )|
Fiir (z,y), (w0,y0) € R™ x R" folgt

2 2 2
2 e = lelZ + Iyl3. . V(a,y) € R* x R™.

2
1@ +3) = (o + yo)l[n < (& —2ollgn + 1y = vollpn)
2 2 2
< 2(lz = @ollgn + ly = vollgs) =212, ) — (@0, 50) I gn xmr »

wobei wir die elementare Ungleichung (a+b)? < 2a2+2b? fiir a,b € R benutzen,
welche unmittelbar aus Satz folgt. O

Satz 4.1.2. Sei f: Q ¢ R? — R"™ Lipschitz-stetig mit_Lipschitz-Konstante
L > 0. Dann ist f stetig (erginzbar) an jeder Stelle xo € Q.

Beweis. Sei zp € 2 und sei (xg)ren C 2 eine Folge mit xp — xo (K — 00).
Mit (@I folgt
1f(zx) = f(xo)ll < L |lzx — 2oll =0 (k= o0).
Also ist f an der Stelle z( € € stetig.
Falls 79 € Q\Q, (71)ren C Q mit 2 — 20 (K — 00), so folgt mit ([EII]) analog
1f(zx) = fl)l < L Jlzg — 2]l = 0 (k1 — o00);
d.h. (f(zr))ken ist Cauchy-Folge, und gemiss Satz[B.6.2] existiert a = kli%rgo f(zg).

Der Limes ist unabhiingig von der Folge (zy). Fiir jede weitere Folge (yr)ren
mit yr — zo (kK — o00) existiert ebenfalls der Limes b = klim f(yg), und
— 00

lla = bl = Yim [ f(zx) = f(yi)ll < lim (L [lzx = yel]) = 0.
—00 k—o0

Also ist f an der Stelle zg € Q\(Q stetig ergiinzbar. O
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Beispiel 4.1.5. Das Skalarprodukt R™ x R™ 5 (z,y) — « -y € R ist auf jeder
Kugel Br(0) C R™ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = V2R.
Beweis. Fiir z,y,xo,y0 € Br(0) schitze ab mit Satz 24T
|z -y — 20 - yo| < [(x —20) -yl + |20 (¥ — o)
< lz = zoll lyll + llzoll ly — yoll < R(llz = zoll + lly — wol])
< \/ER H(xay) - ($07y0)|| )

analog zu Beispiel LTA4l1ii). O
Beispiel .I1.5 motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1.5. f: Q ¢ R?Y — R"™ heisst lokal Lipschitz-stetig, falls zu
jedem xo € Q eine Umgebung U = B,(xg) N Q existiert, so dass die auf U
eingeschrankte Funktion

flu: U3z f(z) e R"
auf U Lipschitz-stetig ist.
Analog zu Satz gilt

Satz 4.1.3. Sei f: Q C R = R" (lokal) Lipschitz-stetig. Dann ist f stetig an
jeder Stelle xg € Q2.

Beweis. Zu xy € Q wihle eine Umgebung U = B,(x0) N Q von zp mit f|y
Lipschitz-stetig. Es sei L eine Lipschitz-Konstante fiir f|y. Falls (xx)ren Folge
in Q ist mit zx — x (kK — 00), so gilt fiir & > ko(U) auch ||z — x| < 7,
x € U; also

1f(zx) = fxo)ll < L ||z — oll = 0, (k= ko, k= 00).

O

Bemerkung 4.1.3. Spiter werden wir sehen, dass Funktionen f € C(Q) auf
einer offenen Menge Q C IR? lokal Lipschitz stetig sind. Vergleiche Beispiel
[(22]iii).

4.2 Stetige Funktionen

Sei Q c RY, f: Q c R? — R

Definition 4.2.1. f heisst stetig auf Q, falls f in jedem Punkt x¢ € Q) stetig
18t.

Beispiel 4.2.1. i) Polynome sind stetige Funktionen auf C.
ii) Rationale Funktionen p/q sind stetig auf Q = {z € C; ¢(z) # 0}.
iii) Ist f: @ c R? — R" lokal Lipschitz-stetig, so ist f stetig auf .
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Satz 4.2.1. Sind f: Q C R? — R" und g: R™ — R! stetig, so ist auch deren
Komposition go f: Q C R* — R! stetig.

Beweis. Sei zg € (2, und sei (x)ren C Q mit zi — z¢ (kK — 00). Dann gilt
zunéchst
y = f(zr) = f(xo) =190 (K — o).

Da g insbesondere stetig an der Stelle yg, folgt weiter

k—o0
o) = (/) = (9.0 £)(x) “= gw0) = (9.0 ) (w0);
g o f ist also stetig an der Stelle xg. O
Mit Beispiel AT 4liii) folgt

Satz 4.2.2. Sind f,g: Q C R* — R™ stetig, so sind auch die Funktionen f +g
und af stetig, wobei o € R beliebig. Die stetigen Funktionen f: Q2 — R™ bilden
also einen R-Vektorraum.

Notation: C°(Q;R") = {f: Q — R"; f ist stetig}.

Unter geeigneten Annahmen an Q kann man den Raum C°(Q;R™) mit einer
Norm versehen mit den in Satz [Z.4.2] genannten Eigenschaften; vergleiche Ab-
schnitt 4.7.

Definition 4.2.2. K C R? heisst kompakt, falls jede Folge (zx)rex C K
einen Haufungspunkt in K besitzt; d.h. falls eine Teilfolge A C N und ein zg € K
existieren mit

zp = zo (k— 00, k€A).

Beispiel 4.2.2. i) Das “abgeschlossene” Intervall [0, 1] ist kompakt.

Beweis. Jede Folge (zr)ren hat nach Satz BT (Bolzano-Weierstrass) eine
konvergente Teilfolge z, — z¢ (K — o0, k € A), und mit 0 < x, < 1 (k € N)
folgt 0 < xg < 1 mit Satz O

ii) Das “offene” Intervall |0, 1] ist nicht kompakt.

Beweis. Die Folge x5, = %, k € N, mit 2 — 0 (k — oco0) kann keinen weiteren
Héiufungspunkt xq €]0, 1] haben. O

iii) R ist nicht kompakt. (Betrachte z =k, k € IN.)

iv) Allgemein gilt, dass eine kompakte Menge K C R? beschrinkt sein muss.
(Sonst gibt es zu jedem k € N einen Punkt x; € K mit ||| > k. Die Folge
(zx)ken kann keinen Haufungspunkt haben.) Spiter werden wir sehen, dass fiir

beschrinkte @ C R? die Menge Q stets kompakt ist; vergleiche Bemerkung
434
v) S?1:={z € R% |z|| = 1} ist kompakt.

Beweis. Sei (x1)ren C S?1. Nach Satz B.6.3 gibt es eine Teilfolge A C N,
9 € R? mit 2 — 29 (k — oo, k € A). Da ||| : R — R gemiiss Beispiel
ETAl) stetig ist, folgt 1 = ||ax| — ||zo]| (kK — 0o, k€ A), und o € S9~1. O
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Lemma 4.2.1. Sei K C R kompakt. Dann ist K beschrankt und es gibt a,b € K
mit
a=inf K =min K, b=supK = max K.

Beweis. Wihle a; € K mit ap — inf K > —oco (k — 00). Da K kompakt, gibt
es eine Teilfolge A C N, a € K mit ap — a (k — 00, k € A), und

a= lim ap =inf K = min K.
k— o0, A
Insbesondere ist inf K > —oo. Analog fiir b. O

Satz 4.2.3. Sei K C RY kompakt, f: K — R" stetig. Dann ist f(K) kompakt.
Insbesondere nehmen stetige Funktionen f: K — R ihr Supremum und Infimum
an.

Beweis. Sei y, = f(z1), k € N, Folge in f(K). Da K C R? nach Annahme
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge A C N, zg € K mit

xr = xo (k— 00, k€A
Da f stetig ist, folgt
Yo = f(zr) = f(xo) (k— o0, k€A);

also ist f(K) kompakt.

Der 2. Teil der Aussage folgt nun unmittelbar aus Lemma 221t Falls f(K) C R
kompakt, gibt es a = f(zo) € f(K), b= f(z1) € f(K) mit

a=min f(K) = inf f(z) = f(z0), b=max f(K)=sup f(x) = f(1).
zeK zeK

O

Beispiel 4.2.3. i) Sei f: [a,] — R stetig. Dann ist f beschrinkt, und es
existiert zg € [a, b] mit

f(z0) = max f(z).

a<lz<b

ii) Analog existiert fiir kompaktes K C R? und stetiges f: K — R" einzg € K
mit

1 (o)l = max || f ()] -

Beweis. Die Funktion F = ||| o f: K — R ist stetig wegen Satz .2Z1] und
Beispiel LT411). O

4.3 Ein wenig Topologie

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass die “Gestalt” einer Men-
ge Q C R? in interessanter Weise zusammenwirkt mit dem Begriff der Stetigkeit
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von Funktionen f: ) — IR™. Was ist jedoch der “Abschluss” einer Menge Q27
Wann ist ein allgemeines 2 “kompakt”? - Auskunft auf diese Fragen gibt das
Teilgebiet Topologie der Mathematik, mit dem wir uns nun beschéftigen.

Definition 4.3.1. i) Sei zg € RR¢. Der offene Ball vom Radius 7 > 0 um xg
ist die Menge
B, (zg) ={x € R%: |z — x| < r}.

ii) zg € Q heisst innerer Punkt von 2, falls

Ir>0: B.(xg) C Q.

iii) Q Cc R? heisst offen, falls jedes xo € Q ein innerer Punkt ist.

Beispiel 4.3.1. i) Jeder offene Ball Br(a) C R¢ ist offen.
Beweis. Sei xg € Br(a). Setze r = R — |zg — a|] > 0. Dann gilt fiir z € B, (z0)
|z —a| < |z —x0|+|zo — a] < R.
——
<r
Also gilt B,.(z9) C Br(a), und Bg(a) ist offen. O

ii) Mit i) ist jedes offene Intervall Ja,b[= B, (z;R) offen, wo z = “* und
b—a

iii) Das halboffene Intervall
[a,b[={r € R; a <z < b}
ist nicht offen, da a kein innerer Punkt ist.
Die folgenden Eigenschaften charakterisieren die durch die offenen Mengen er-
klirte “Topologie” auf R
Satz 4.3.1. Es gilt
i) 0, R? sind offen,
ii) Qp, Qs C R? offen = Q1 N Qs offen,

iii) Q, C R offen, L € I = |J Q, offen.
el
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Beweis. i) klar.
ii) Sei z € Q1 NQe C Q;, i =1,2. Da Q; offen, existiert r; > 0 mit

B, (z) C Qi i=1,2.
Fiir » = min{ry, ro} > 0 gilt dann

B,.(z) C By (x) C &y, i=1,2,

also B,(z) C 1 N Q.
iii) Sei z € |J Q,. Dann gibt es g € I mit z € Q,,. Da Q,, offen, gibt es r > 0
mit <

B.(x) c Q, c |J.

el

O

Bemerkung 4.3.1. Im allgemeinen ist der Durchschnitt unendlich vieler offe-
ner Mengen nicht offen; zum Beispiel gilt

ﬂ By x(0) = {0}
k=1

Definition 4.3.2. A C R? heisst abgeschlossen, falls R4\ A offen ist.

Beispiel 4.3.2. [a, b] ist abgeschlossen, da | — oo, a[ U ]b, oo nach Beispiel L3311
und Satz .3 Tliii) offen ist.

Satz 4.3.2. Es gilt

i) 0, R? sind abgeschlossen;

ii) Ay, Ay abgeschlossen = Ay U As abgeschlossen,

iii) A, abgeschlossen fiir o € I = () A, abgeschlossen.
el

Beweis. Direkt aus Satz 3.0 mit den de Morganschen Regeln, Ubung 1.4.
Zum Beispiel sieht man ii), wie folgt.

Seien A 5 abgeschlossen, ; = R\ 4; also offen, i = 1, 2. Mit Satz L3.11ii) folgt
(A1 U A2) = (AfNAS) =Q1 N Qs
ist offen; A; U As ist also abgeschlossen. O

Definition 4.3.3. i) Die Menge der inneren Punkte von €,

(@)= |J U=
UcQ,U offen

heisst offener Kern oder das Innere (engl.: interior) von €.
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ii) Die Menge
clos(Q) = ﬂ A
ADQ, A abgeschlossen

heisst Abschluss (engl.: closure) von Q.
iii) Die Menge
00 = clos()\int(2)
heisst Rand wvon ().
Bemerkung 4.3.2. i) Nach Satz [L3Tliii) ist Q° C Q offen. Offenbar ist U =
Q° die grosste offene Menge U C €, und €2 offen genau dann, wenn ) = 2°.

ii) Analog ist nach Satz [£32iii) die Menge A = clos(2) D Q die kleinste
abgeschlossene Menge A D €2, und {2 ist abgeschlossen genau dann, wenn 2 =
clos(Q).

iii) Falls B,(zg) N Q = 0 fiir ein 7 > 0, so folgt =g ¢ clos(2). (Wihle A =
R™\B,(79) D Q.) Da clos(Q2) abgeschlossen, R%\clos(Q2) offen, gilt auch die
Umkehrung.

Wir kénnen nun den im vorigen Abschnitt eingefithrten Abschluss einer Menge
Q) identifizieren.

Satz 4.3.3. Fir Q c RY gilt
(k—o00)

clos(Q) = Q = {xg € RY I(zp)pen CQ, o — Zo}

Beweis. “C”: Sei xy € clos(?). Nach Bemerkung A32iii) gibt es zu jedem
r>0enz € B.(x)NQ. Zur, = % wéhle zj, € B, (x9) N, k € N. Offenbar
gilt

1
||a:k—a:0||<r;€:%—>0 (k — o0);

also zg € Q.

“D”: Sel 2y = klim xy, fiir eine Folge (xp)ken C Q. Nimm widerspruchsweise
— 00

an, dass xg ¢ clos(€2). Nach Bemerkung 32liii) gibt es r > 0 mit
Br(.’L'()) nQ = (Z)

Mit 2, — xg (kK — 00) folgt jedoch xy € B,.(x0) fiir k > ko, und zy € Q. O
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Beispiel 4.3.3. Mit Satz [£3.3] und Beispiel L.1.2liii) erhalten wir

clos(Br(0)) = Br(0) = {x € R%; ||| < R}.

Was kann man aussagen iiber den Rand einer Menge?

Bemerkung 4.3.3. i) 9Q = Q\Q° = QN (R"\Q°) ist abgeschlossen.
ii) Mit Q° c Q C Q folgt Q = Q° U IR, und die Zerlegung ist disjunkt.
iii) Somit erhalten wir das Kriterium

Q°CN)
=

0 c R? abgeschlossen < Q = Q = Q° U I ( N c.

Beispiel 4.3.4. i) 0Br(0) = Bgr(0)\Bgr(0) = {x; |z|| = R}, da Br(0) =
Br(0)° offen.

ii) Sei 2 = Q C R. Da jedes Intervall B,.(z) =]z —r, z+7[C R sowohl rationale
als auch irrationale Punkte (zum Beispiel der Form /2 + ¢ fiir ¢ € Q) enthilt,
gilt

Q°=0, (R\Q)°=0.

Somit ist A = R die einzige abgeschlossene Menge A D Q (denn R\A muss in
(R\Q)° = 0 enthalten sein), und Q = R. Es folgt

0Q =Q\Q° =R.

Der Rand einer Menge 2 kann also erstaunlich gross sein.

Satz 4.3.4. Fir Q c RY gilt

N ={zxeR%: Vr>0: B.(x)NQ#0 # B.()\Q}.

Beweis. “C”: Sei x € 0, und sei r > 0. Falls B,.(z) N Q = 0, so folgt z ¢ Q
nach Bemerkung L3.21iii), also x ¢ 9Q C Q im Widerspruch zur Annahme. Falls
B,(z) C Q, so folgt x € Q°, also x ¢ 9Q = Q\Q°, was ebenfalls der Annahme
widerspricht.

“D7: Sei z ¢ 99, also entweder z ¢ Q oder z € Q°. Falls = ¢ Q gibt es nach
Bemerkung £32liii) ein r > 0 mit B.(x) N Q = (. Falls € Q°, gibt es r > 0
mit B,.(z) C Q° C Q, also B,(z)\Q = 0. O

Die Siitze 33 und 34 ergeben die folgene Charakterisierung abgeschlossener
Mengen in IR? mittels Folgen.

Satz 4.3.5. (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit) Fir A ¢ R? sind
dquivalent:

i) A ist abgeschlossen,

il) V(zp)ren C A: xp — 29 (K — 00) = xp € A.
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Zo

Beweis. i) = ii): Sei A abgeschlossen. Mit Satz 3.3 erhalten wir
A=clos(A) = A= {x0; I(zk)ken CA: zp — 79 (K — 00)},
und ii) folgt.

ii) = 1) Es gelte ii). Wegen Bemerkung 13373 geniigt es zu zeigen, dass 0A C A.
Sei zg € OA. Mit Satz [£.3.4] erhalten wir fiir r, = % Punkte a2 € By, (zg) N A
mit xp — 29 (k — 00), also zg € A gemiiss ii). O

Satz erlaubt nun eine einfache Charakterisierung kompakter Mengen in
R

Satz 4.3.6. Fiir K C R? sind dquivalent

i) K ist (folgen)-kompakt im Sinne der Definition [{-2-2,

ii) K ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. i) = 4i): Nach Beispiel I22liv) ist jede kompakte Menge K be-
schrinkt. Zum Beweis der Abgeschlossenheit von K Sei (zg)geny C K mit
xp — xo (k — 00). Dann ist g der einzige Hiufungspunkt von (xj)ren. Nach
Annahme ist K (folgen)-kompakt; also besitzt (x)ren einen Hiufungspunkt in
K. Es folgt 9 € K, und nach Satz [£.34] ist K abgeschlossen.

it) = i): Sei K beschrénkt und abgeschlossen, und sei (xj)ren Folge in K. Nach
Satz B.6.3 gibt es 7o € R? und eine Teilfolge A C N mit 2, — o (k — o0, k €
A). Da K abgeschlossen, folgt mit Satz zo € K, wie gewiinscht. O

Bemerkung 4.3.4. Fiir beschrinktes 2 ist somit Q stets kompakt.

4.4 Aquivalente Normen

Die “Topologie” der offenen Mengen in R? ist durch die offenen Bille B,.(z¢) C
R? definiert. Neben der euklidischen Norm aus Satz kann man jedoch
auch andere Normen definieren, die ebenfalls die Eigenschaften in Satz 24.21)-
iii) besitzen.
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Definition 4.4.1. Eine Norm auf R? ist eine Abbildung |-|| : R* — R mit
den FEigenschaften

i) Definitheit: ||z|| > 0, ||lz|| =0< z =0,
ii) Positive Homogenitit: ||az| = || ||z,

iii) Dreiecks-Ungleichung: ||z + y|| < ||lz]| + ||y]|
fiir alle z,y € RY, a € R.

Beispiel 4.4.1. Fiir 1 < p < oo definiert

eine Norm auf R, ebenso fiir p = co der Ausdruck

2]l = max |zi], &= (21,...,24) € R

Offenbar gilt fiir alle z = (z1,...,24) € R%, 1 <p < oo

[l = max |z;| < ||zl = VZ joil” <Y Jail = |z, < dllz]l . (44.1)

——p=1

T 1<p<2

Definition 4.4.2. Zwei Normen ||~||(1), ||-||(2) : R? - R heissen #quivalent,
falls C' > 0 existiert mit

1
7 llzl® < z1® < 0 =)V, ¥z e R (44.2)
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Beispiel 4.4.2. Je zwei der in Beispiel L.41] definierten Normen ||-||
1 < p,q < oo sind wegen (L4AT) dquivalent.

pr Ml

Bemerkung 4.4.1. Aquivalente Normen ||-||(1)7 ||~H(2) definieren dieselben of-
fenen Mengen.

Beweis. Fiir die Normkugeln B (o) = {z; ||z — :C0||(i) < r} gilt mit (@42
B (x0) € B® (o) € BE) (x0);

also ist zp € 2 innerer Punkt von 2 bzgl. ||~||(2) genau dann, wenn zy € (2

innerer Punkt ist bzgl. ||-||(1). O

B (x0)
é\

BG) (o)
Satz 4.4.1. Je zwei Normen ||-||(1), ||.||(2) : R4 — R sind dquivalent.
Beweis. Es geniigt, den Fall ||-||(2) = ||zl zu betrachten, wobei ||-||, wie in

Beispiel .41l die euklidische Norm bezeichnet. Der Kiirze halber schreiben wir

auch ||-|| anstelle von |-V

Behauptung 1 ||-|| : R? — R ist Lipschitz stetig bzgl. |-||,.

d
Beweis. Fiir z,y € R mit y —x =z = (21,...,24) = Y zie; schiitze ab
i=1

d d
ly =zl = Iz < D llziesl = Y Jzil lles]
=1 i=1

d
<C zi| < Cdmax|z;)| < Cd||z||, = Cd ||y — x|, .
; 2 2
i=1

O

Nach Beispiel LZ.3liii) ist S~ ¢ RY kompakt. Gemiss Satz E2.3] gibt es Tpin,
Tomaz € S%1 mit

A= laminll = inf ol < sup ol = 7macll = A,
E zeSa—

und 0 < A < A wegen Definition ATl Wihle C' = max{A, ;}. Es folgt

1
c

xT

||$H2

_ =l

< —
[l

< C, Yz € RO\{0}.
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4.5 Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit

Sei Q ¢ R%, g € Q.

Definition 4.5.1. i) U C Q heisst Umgebung von zq relativ zu Q, falls r > 0
ezxistiert mit
Br(fﬂo) NnQcU.

i) U C Q heisst relativ offen, falls U Umgebung jedes Punktes xo € U ist;
d.h. falls U = ENQ fiir eine offene Menge E C RY.

iii) A C Q heisst relativ abgeschlossen, falls Q\ A relativ offen ist; d.h. falls
ON\A = ENQ mit offenem E C RY und daher A = Q\E = QN F fiir ein
abgeschlossenes F = RI\E C R<.

A
N

Beispiel 4.5.1. i) Sei Q = [0,1[C R, und sei 0 < r < 1. Dann ist [0, 7] relativ
offen in €.

ii) Sei 2 =]0,1[C R, und sei 0 < r < 1. Dann ist |0, r| relativ abgeschlossen in
Q.

Satz 4.5.1. Sei f: Q — R", ¢ € Q. Es sind dquivalent

i) f ist stetig an der Stelle xy gemdss Definition [{.1.3 (Folgenkriterium);

ii) Ye >0 39 > 0 Vz € Q:

[ = zoll <0 = [If(z) = f(zo)]| <e

(Weierstrass’sches € — 6— Kriterium);

iii) Fiir jede Umgebung V von f(xzg) in R™ ist U = f~1(V) eine Umgebung
von xg in .

Beweis. i) = ) (indirekt): Nimm an, fiir ein € > 0 und jedes § > 0 gibt es
z € QN Bs(xo): [[f(2) = flxo)ll = €

Fiir 6 = %, k € N erhalten wir eine Folge (zx)ren C € mit

zp = a0 (k= 00), f(ar) 7 f(x0) (k— o0)

im Widerspruch zu i).
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i) = 4ii): Sei V Umgebung von f(xo) in R™, und seien € > 0 mit B(f(z¢)) C V
und dazu § > 0 gemiss ii) gewihlt. Mit ii) folgt f(x) € Bc(f(zo))) fiir alle
x € Bs(zg) NQ, also

Bs(x0) NQ C f7H(Be(f(x0))) € f7H(V).

iii) = ii): Zu V = B.(f(x0)) gibt es nach iii) ein § > 0 mit Bs(xo)NQ C f~1(V);
d.h. ii).

it) = i) Sel (zr)gen C Q mit z, — z¢ (kK — 00). Zu € > 0 wihle § > 0
gemiiss ii), dazu ko mit

|z — zol| <0, VEk > ko.

Mit ii) folgt
1f(zk) = f@o)ll <& VE = ko;

d.h. f(zr) = f(zo) (k= o0). O

Beispiel 4.5.2. Mit Satz [£.5.1] erkennt man nun sofort, dass f = xq: R - R
mit

L e
O

an keiner Stelle zg € Q stetig ist, denn

ist wegen Beispiel .34lii) keine Umgebung von xg. Analog ist f in keiner Stelle
zo ¢ Q stetig, denn

F0- 55D =R\Q

hat leeres Inneres; vergleiche Beispiel [.1.3lv).

Aus Satz 5Tl ergibt sich nun das folgende, dusserst elegante topologische Kri-
terium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: & — R”.

Satz 4.5.2. Fir f: Q — R" sind dquivalent
i) f st stetig (in allen Punkten xg € Q);
ii) Das Urbild U = f=Y(V) jeder offenen Menge V. C R™ ist relativ offen;

iii) Das Urbild A = f~1(B) jeder abgeschlossenen Menge B C R™ ist relativ
abgeschlossen.
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R? R"™

)

f(zo)

Beweis. i) = ii): Sei V. C R" offen, o € U = f~1(V). Da f stetig an der
Stelle xg, ist nach Satz [£.5.1] der Punkt zy innerer Punkt von U relativ zu €.
Da xg € U beliebig, ist U somit relativ offen.

it) = 44): Sei I C R™ abgeschlossen. Dann ist V' = R™\F offen, mit ii) also
U = f~1(V) relativ offen, und mit Definition EE5.liii) folgt
A= F) = [T RMNY) = Q\fTH(V) = Q\U

ist relativ abgeschlossen.
i11) = 4i): analog.

ii) = i): Da jede Umgebung W eines Punktes yg = f(z0) eine offene Umgebung
V von yq enthélt, ist f~1(W) D f~1(V) nach ii) Umgebung von xy. Nach Satz
E5Tlist f also stetig an der Stelle xq. O

4.6 Zwischenwertsatz und Folgerungen
Die Stetigkeit einer Funktion hat noch weitere Konsequenzen. Wir betrachten

zunéchst reelle Funktionen auf Intervallen.

Satz 4.6.1. Seien —00 < a < b < 00, und sei f: [a,b] — R stetig, f(a) < f(b).
Dann gibt es zu jedem y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(z) =y.

i
}

Y

Beweis. Wir benutzen das “Bisektionsverfahren”. Definiere a1 = a, by = b.
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Setze ; )
@ =a=ay, by= "2 falls F(E10) >y,
2 2
bzw. setze
a+b a+b

ag =

=b= fall —_—
9 abQ b bla asf( 2 )<y7

so dass f(az) <y < f(b) und |ag — by| = 271 |a — b|. Allgemein seien ay, . . .

sowie by, ..., by bereits definiert mit
ap <o <Zap <bp <<y

und
Flar) <y < fbw), lar —bi| =2""F|a—1].

Sei ¢ = %. Falls gilt f(c) > y, setzen wir
g1 = Ak, by =¢
falls f(c) <y, setzen wir

apy1=¢, bpy1 = by.

69

, Ok

Wir erhalten in jedem Fall a1 > ag, bpr1 < b mit f(ags1) < y < f(bgst1),

und

1 _
a1 — bry1| = §|ak*bk| =2"%la—1|.

Die Folgen (ax)ken, (br)ren sind monoton und beschrinkt. Nach Satz B3] gibt

es

a= lim a; < b= lim by,
k— o0 k—o0

und mit Satz folgt
]E—B| = lim \ak — bk| =0.
k—o0
D.h.@=b=: x € [a,b]. Da f stetig, folgt mit Satz [3.3.2 schliesslich
y < lim f(bp) = f(z) = lim f(ap) < y;
k— o0 k—o0

also f(z) =y, wie gewiinscht.

O

Beispiel 4.6.1. i) Seip: R — R ein Polynom von ungeradem Grad. Dann hat

p eine Nullstelle.

Beweis. Beachte |p(x)] — oo fiir || — oco. OBdA p(z) — oo fiir 2 — oo.
(Sonst betrachte p = —p.) Da deg(p) ungerade, folgt p(z) — —oo fiir z — —o0,

und die Behauptung folgt mit Satz LGl

O

ii) Jede 3 x 3 Matrix A mit Koeffizienten in R hat mindestens einen Eigenwert

AeR.

Beweis. Das charakteristische Polynom p von A hat Grad 3; die Nullstellen A

von p sind genau die Eigenwerte von A. (Siehe: “Lineare Algebra”).

O
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Definition 4.6.1. f: [a,b] — R heisst streng monoton wachsend, falls gilt

a<z<y<b= f(z) < f(y). (4.6.1)

Satz 4.6.2. Sei f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Setze
f(a) =c¢, f(b)=d. Dann ist f: [a,b] — [c,d] bijektiv, und f~1 ist stetig.

Beweis. f ist injektiv mit im(f) C [e,d] wegen ([@E.1) und surjektiv gemiss
Satz 6.1 also bijektiv.

Zum Nachweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion sei yx, = f(zk), k € N, mit
Y — Yo € [¢,d]. Es gilt yo = f(xo) fiir ein z¢ € [a,b]. Die Folge (xx)ren hat
einen Hiaufungspunkt z in der kompakten Menge [a, b], und

flz) = kliﬂgo f(wr) = yo = f(z0).

Mit (@6 folgt = . Analog hat auch jede Teilfolge von (x)ren denselben
Haufungspunkt xq; insbesondere gilt

lim sup x;, = liminf z;, = g,
k—o0 k—o0

also
F ) =z = 2o = fH(yo) (k— 0).

Ein analoger Satz gilt auf offenen Intervallen.

Satz 4.6.3. Sei f: |a,b[— R stetig und streng monoton wachsend mit monoto-
nen Limites
—o00 < ¢:=lim f(z) < lim f(z) =: d < 0.
zla zTh

Dann ist f: ]a,b[—]c,d] bijektiv, und f= ist stetig.

Beweis. Dass f: ]a,b[—]c, d[ bijektiv, folgt wie in Satz

Fiir yr. = f(xx) €le, d[ mit yr, — yo €]e, d| (kK — o0) gilt

C<E::i1]%fyk <supyr =:d < d.
k

Seien

S

a<a< b<
mit o
f@=zc f(b)=d
Auf die auf das abgeschlossene Intervall [a, b] eingeschrinkte Funktion f =
fliap: [a,b] = [¢,d] ist Satz anwendbar. Es folgt

(k—_>>oo)

zr=(F)"(x) = f () zo = ()" yo) = f(wo),

also ist ! stetig. O
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Beispiel 4.6.2. i) Sei n € N. Die Potenzfunktion R > = — z™ € R ist stetig
geméss Beispiel L.1.3]i). Weiter gilt fiir 0 < z,y < oot

yr—at = (y—a2) (" Y e Y,

>0

also folgt
r<y=z" <y

d.h. die Potenzfunktion z — 2™ ist streng monoton wachsend auf R4 =]0, ool.
Mit Satz folgt, dass die Wurzelfunktion Ry > y — {/y € Ry stetig ist.
ii) Betrachte die Funktion Exp: R - R, R 5 z — Ezp(z) € R.

Behauptung Ezp > 0, Fxp ist stetig und streng monoton wachsend mit
Eap(R) =0, 0]
Beweis. Mit dem Additionstheorem gemiss Korollar 3.8.1] folgt zunéichst
T\2
Exp(z) = (Exp(§)) >0,

wegen
Ezxp(x) =1/Exp(—x) #0 (4.6.2)

also
Ezp(xz) >0, Vz € R.

Weiter gilt fiir |h| <1

|[Exp(h) — 1| =

> pk
Zz?
k=1

also fiir x = zg + h — x¢ mit Korollar 3.8.1]

- |h|
|h|" = —0 (h—0),
,; 11l

Exp(x) — Exp(zo) = Exp(zo)(Exp(h) — 1) — 0, (4.6.3)

und die Funktion Fxp ist stetig. Da

Exp(h i

ergibt ([L6.3)) zudem die gewiinschte Monotonie

> 0 fiir A > 0,

?r‘?

Exp(xg) < Exp(zx) fir xg < x = 29 + h.

Schliesslich gilt offenbar Exp(z) — oo (r — oo) und mit [G2) also auch
Exp(x) — 0 (x = —00). O

Gemdéss Satz besitzt Exzp: R —]0, 0o[ die stetige Umkehrfunktion

Log = (Emp|]R)_1 :]0,00[— R.
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Wegen der Identitét
Ezp(z) =€, Yz e Q

gemiss Satz 3.9.2] stimmt Log iiberein mit dem natiirlichen Logarithmus
Log = log. (Die vielfach gebriuchliche Notation In verwenden wir nicht.) Mit

Exp(Log(x) + Log(y)) = Exp(Log(x)) - Exp(Log(y)) = zy
folgt zudem das Additionstheorem
Log(xy) = Log(z) + Log(y), Vz,y > 0. (4.6.4)

Bemerkung 4.6.1. Die Eigenschaft [@L6.4]) ermoglicht das vereinfachte Mul-
tiplizieren mittels Rechenschieber oder Logarithmentafel (Jost Biirgi (1552-
1632)).

Der Zwischenwertsatz hat auch topologische Konsequenzen.

Satz 4.6.4. Sei I = [0,1] = Q1 UQ9, wobei Q1 o C I relativ offen mit Q1 NI #
0 # Qo N I. Dann ist Oy N Qy # 0.

Beweis (indirekt). Sei I = Q1 U Qo, wobeil § # Q2 C I relativ offen mit
Q1 N Qo = (. Definiere f: [0,1] — R mit

1, ze

f(x) - {2, x € QQ.

Dann ist f stetig gemaiiss Satz[.5.2] da alle moglichen Urbilder @, Q4, Qo, [0,1]
relativ offen sind. Fiir a € Q1, b € Qs folgt daher mit Satz L.6.1] dass fiir ein
x € [a,b] gilt f(x) =1/2, was jedoch der Definition von f widerspricht. O

Korollar 4.6.1. Sei E C R? sowohl offen als auch abgeschlossen. Dann gilt
E =0 oder E = R%.

Beweis. Andernfalls gibt es Punkte z¢p € E, x; ¢ E. Betrachte die stetige
Funktion f: [0,1] — R? mit f(t) = (1 — t)zo + tz1. Die Mengen Qo = f~(E),
0 = f"YR\ E) C[0,1] sind gemiiss Satz relativ offen und disjunkt mit
0€Qp, 1€, und [0,1] = Qo U im Widerspruch zu Satz 6.4 O

Definition 4.6.2. Allgemein heisst Q C RY (stetig) wegzusammenhiingend,
falls zu je zwei Punkten xo, x1 € Q ein stetiger “Weg” ~v: [0,1] — Q existiert
mit 7(0) = o, (1) = z1.
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Beispiel 4.6.3. i) R ist wegzusammenhingend.

ii) Br(0) C RY ist wegzusammenhiingend, und allgemein jede konvexe Menge.

Korollar 4.6.2. Sei Q C R?* wegzusammenhingend, und sei E C Q sowohl
relativ offen als auch relativ abgeschlossen. Dann gilt E = () oder E = ().

Beweis. Setze Ey = FE, E1 = Q\E. Dann sind E; C 2 relativ offen mit Ey N
E; = (. Nimm widerspruchsweise an Eq # ) # E;. Wihle Punkte x; € E;, i =
0,1. Da Q wegzusammenhéngend, gibt es einen stetigen Weg v: [0, 1] — Q mit
7(0) = xg, ¥(1) = x1. Dann sind Q; = v~ }(E;) C [0, 1] relativ offen, disjunkt,
und nichtleer, und [0, 1] = Q¢ U Q; im Widerspruch zu Satz 6.4 O

4.7 Supremumsnorm

Sei Q c R4,
Definition 4.7.1. f: Q — R" heisst auf Q) stetig ergéinzbar, falls

lim  f(z) = f(=xo)

r—x0, TEQ

existiert fir alle xog € Q, d.h. falls eine stetige Funktion F: Q — R" ezistiert
mat F|Q = f

Beispiel 4.7.1. Ezp: R — R ist die stetige Fortsetzung der Funktion f(z) =
et x e Q.

Satz 4.7.1. Sei Q C R? beschrinkt, f: Q — R™ stetig auf Q erginzbar. Dann
gilt
1fllo = sup || f(z)[| < oo,
zeQ

und ||-|| definiert eine Norm auf
CO;R™) = {f: Q — R"; f ist auf Q stetig erginzber},
die Supremumsnorm.

Beweis. Nach Satz LZ3] nimmt die stetige Funktion F* = ||-|| o f auf der kom-
pakten Menge 2 ihr Supremum an einer Stelle zy €  an, wo

1fllco = sup |lf (2)[| = [[f (zo)l| < oo
zeQ

Definitheit und positive Homogenitét der Norm sind offensichtlich; die Dreiecks-
Ungleichung folgt mit

I1f 4+ gllco < sup (£ ()] + llg(@)|l) < sup || f ()] + sup [lg(y)]|
z€e zEN ye

= [ fllco +llgllco -
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Notation. Zur besseren Unterscheidung der Norm im Funktionenraum C°
von der Norm in R™ schreiben wir in Zukunft |z| statt ||x| fiir die (euklidische)
Norm von z € R".

Wann ist eine stetige Funktion f:  — R" auf Q stetig ergéinzbar?
Definition 4.7.2. f: Q — R"™ heisst gleichméissig stetig, falls gilt

Ye> 030 >0Vr,yeQ:

lz—y| <= |f(z) - fly)l <e (4.7.1)

Beispiel 4.7.2. Falls f: Q — R"™ Lipschitz stetig, so ist f gleichmissig stetig.
(Wéhle 6 = ¢/L, wobei L > 0 Lipschitz-Konstante von f ist.)

Satz 4.7.2. Sei f: Q — R™ gleichmdssig stetig. Dann kann man f auf Q stetig
erganzen.

Beweis. Sei (z3)rex C Q mit 7, — 29 € Q (k — 00). Zu € > 0 wihle § > 0
geméss (LT1]), dazu ko € N mit

‘.’Ek —.’El| < 5, Vk > k.

Mit (@ZI) folgt
|f(zx) — fz)| <€, Vk > ko;

also ist (f(zk))ken Cauchy-Folge. Nach Satz gibt es a = klim f(zg), und
—00

a ist unabhingig von der Wahl von (zj)ren. O

Umgekehrt gilt

Satz 4.7.3. Sei Q C R? beschrinkt, f: Q — R" stetig und auf Q stetig
erginzbar. Dann ist f gleichmdssig stetig.

Beweis. Andernfalls gibt es € > 0 so, dass fiir jedes § > 0 Punkte z,y €
existieren mit

lz —yl <dN[f(x) = f(y)] > e (4.7.2)

Zu &), = 1 erhalten wir so zy, yx € Q mit @T2), k € N. Da Q kompakt, gibt
es eine Teilfolge A C N, x5 € Q mit

xr = xo (k— 00, k€A).
Also gilt auch y; — xg, da
lye — xo| < |k — Y| +|xx — 20| = 0 (k= 00, k€ A).
———
<1/k
Es folgt
€ <|f(yx) — f(xr)| = [ f(z0) — f(z0)| =0 (k— o0, k€ A),

im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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4.8 Punktweise und gleichmissige Konvergenz

Sei Q € R?, und seien f, fi: Q@ — R”, k€ N.
Definition 4.8.1. i) Die Folge (fr)ren konvergiert punktweise gegen f,

falls gilt
fe(@) = f(z) (k— o00), Ve

ii) Die Folge (fr)ren konvergiert gleichméssig gegen f, fi i f (k= o0),
falls

sup |fe(z) — f(@)] = 0 (k— o0).

Beispiel 4.8.1. i) Sei fy(z) = 2%, k € N, 0 <z < 1. Offenbar gilt

(k—oo) |10, =z <1,
frla)
1, z=1,;

die Folge (fx)ken ist also punktweise konvergent. Beachte, dass fr: [0,1] — R
fiir jedes k € N stetig ist, die Limesfunktion f: [0,1] — R mit

= {2

hingegen nicht.

/

o0

ii) Seien (ax)ken, C C, p(2) = 3. axz” die Potenzreihe in z € C mit Konver-
k=0

genzradius

= 1 < 0.
lim supy,_, o {/]ax]

0<

Nimm an, p > 0. Dann konvergieren die Polynome

n—1

pn(z) = Z apz®
k=0
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gleichmaissig gegen p auf B,.(0) fir jedes r < p.

Beweis. Wihle r < s < p. Fiir |z] < r schétze ab

0 o
k
p(2) = pu(2)] <D lanl |21° < D Jaw| "
k=n k=n

o) Nk . rAn oo .
:Z|ak|(;) 7 < (;) Z|ak|s =0 (n— o),
k=n k=0
———
<oo
gleichméssig in z. O

Welche Konsequenzen hat die gleichméssige Konvergenz? Ist p insbesondere
stetig in B,(0)?

Satz 4.8.1. Seien fy: Q@ C R? — R™ stetig, k € N. Weiter gelte fi, gl fk—
o0) fiir ein f: Q@ — R™. Dann ist f stetig.

Beweis. Fixiere xg € 2. Zu € > 0 wahle kg € N mit
sup |fr(z) — f(x)| <€, Vk > ko.
e

Fixiere k = ko. Da f, stetig, gibt es 6 > 0, so dass

|z — @0l <0 = |fio () = o (wo)| < e

fir alle z € Q. Es folgt

|f(x) = f(zo)| < |f(2) = fro(@)| + [ fro () — fro ()| + | o (T0) — f(20)| < 3€

fiir alle € Q mit | — xo| < d. Nach Satz L5l ist f stetig an der Stelle x; da
xo beliebig, folgt die Behauptung. O

Korollar 4.8.1. Potenzreihen sind stetig im Innern ihres Konvergenzkreises.

Beweis. Unmittelbar aus Satz L.8.1] mit Beispiel L.81lii). O
Sind Cauchy-Folgen (fx)ren in C°(Q; R™) analog zu Satz konvergent?

Satz 4.8.2. Sei (fr)ren Folge in C°(Q; R™) mit

I|fx — fillco = 0 (k,1 — o0).
Dann gibt es f € C°(Q; R™) mit fi gl f (k— o).
Beweis. Fiir jedes zg € € ist wegen

| fe(wo) = filwo)| < Slelglfk(w) — fil@)] = lfx = fillco = 0 (k,1 = o0)

die Folge (fx(wo))ren Cauchy-Folge in R". Also existiert geméss Satz fiir
jedes xg € ) der punktweise Limes

[(xo) := klgfolo Jr(zo).
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Weiter gilt
@) = f(@)] = fim [fu(w) - ()
< lignsup [ fx = fillgo = 0 (k — o0),

gleichméssig in x; d.h. fi gl f (k — o0), und Satz L8T] ergibt, dass f stetig

ist auf Q. O

Der Raum C°(Q2; IR™) ist also metrisch vollstéindig bzgl. der Supremums-
norm, er ist ein Banachraum.

Wie R die rationalen Zahlen @Q als abzihlbare dichte Teilmenge enthélt, so gibt
es auch in C°(Q; R") stets abziihlbare dichte Teilmengen. Falls insbesondere
Q =la, b[C R, so gilt beispielsweise der folgende Satz von Weierstrass.

Satz 4.8.3. (Weierstrass) Sei I =|a,b[, und sei f € C°(I) gegeben. Dann gibt
es Polynome pg, k € N, mit pg g f (k— ).

Da man in Satz 83 die Koeffizienten der Polynome p, insbesondere auch
rational withlen kann, erhélt man sogar eine abzéhlbare Familie, die bzgl. [|[| -0
in CO(I) dicht liegt.
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Kapitel 5

Differentialrechnung auf R

5.1 Differential und Differentiationsregeln

Sei 2 C R offen, f: Q@ = R, zp € Q.
Definition 5.1.1. i) f heisst differenzierbar an der Stelle g, falls der

Grenzwert ;
i TOZI0) ) B
T—To, TFITQ T To XL

existiert. In diesem Fall heisst f'(xo) die Ableitung (das Differential) von f
an der Stelle xg.

ii) Analog heisst f = (f1,..., fn): Q@ = R™ an der Stelle xq differenzierbar,
falls jede der Komponentenfunktionen f; an der Stelle xy differenzierbar ist,

und f'(zo) = (fi(x0), ..., fl(z0)).

Bemerkung 5.1.1. Geometrisch entspricht der Differenzenquotient M

der Steigung der Sekanten durch die Punkte (z, f(x)), (zo, f(zo)) des Gra-
phen G(f), das Differential f'(z¢) der Steigung der Tangente an G(f) im Punkt

(w0, f(0))-

Definition 5.1.2. f: Q) — R"™ heisst auf Q) differenzierbar, falls f an jeder
Stelle xo € Q differenzierbar ist.

Beispiel 5.1.1. i) Sei f(z) = ma + b, x € R, mit Konstanten m, b € R. Es
gilt

f(x) = fxo)

r — X

=m, VY # x;

also ist f an jeder Stelle xg € R differenzierbar mit f'(xq) = m.

ii) Die Funktion f(z) = |z|, z € R, ist an der Stelle g = 0 nicht differenzierbar,

79
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da
f(x) = f(x0) im €z

_f@) - f0) _ . _ :
lim = lim = 175111% per lim

10 xr—0 z10 T

iii) Sei f(x) = Exp(z), « € R. Mit Korollar B8 Tl folgt fiir g # = = zo+h € R

Bap(eo + h) — Bap(wo) _ Eaplao) (Exp(h) 1)
h h
e hE—1

= Exp(xo) Z - Exp(xzo) (b — 0);
k=1

——
—1 (h—0)

d.h. die Funktion Fxp: R — R ist an jeder Stelle ¢y € R differenzierbar mit
Exp'(xzg) = Exp(xo), oder
Exp = Exp.

iv) Ebenso wie vektorwertige Funktionen werden Funktionen f: R — C = R?
komponentenweise differenziert. Betrachte die Funktion

f(t) = Exp(it) = Cos(t) +i Sin(t), te€R.

Analog zu iii) gilt fiir to At =to +h € R

%{0@0) - Exp(ito)% .
Mit Fap(ih) - 1
rplih) — )

folgt, dass f an jeder Stelle ty € R differenzierbar ist mit
I'(to) = Cos'(tg) + i Sin'(to)
= iEBxp(ity) = —Sin(te) + i Cos(tp).
D.h.
Cos' = —Sin, Sin’ = Cos.

“Differenzierbarkeit” ist mehr als “Stetigkeit”; genauer gilt:

Satz 5.1.1. Ist f: Q — R differenzierbar an der Stelle xo € ), so ist f an der
Stelle xo auch stetig.

Beweis. Fiir (x)ren C Q mit 2, — zo (kK — 00) gilt geméss Satz
flar) — f (o)

Lk — o

f(xr) = f (o) =

(xp —x0) > 0 (k— 00, zp # x0),
———

—0
—f' (o)

bzw.
f(l’k) - f(xo) - 0, falls T = Zg.

Also folgt in jedem Fall f(z) — f(z0) (k — o0), wie gewiinscht. O
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Bemerkung 5.1.2. i) Das Beispiel E.11lii) der Funktion f(z) = |z|, z € R,
zeigt jedoch, dass stetige Funkionen nicht unbedingt iiberall differenzierbar sein
miissen; vgl. auch Beispiel B43liv).

ii) Es gibt sogar stetige Funktionen f: R — IR, die an keiner Stelle 2y € R
differenzierbar sind (“Koch-Kurven”).

Satz 5.1.2. Seien f,g: Q — R an der Stelle x¢ € Q differenzierbar. Dann sind
die Funktionen f + g, f - g und, falls g(xo) # 0, auch die Funktion f/g an der
Stelle xo differenzierbar, und es gilt

i)
(f +9)(z0) = f'(x0) + ¢’ (w0),
ii)
(f9) (z0) = f'(z0)g(z0) + f(20)g' (x0),
iif)

f'(z0)g(wo) = f(w0)g' (o)
9% (o) '

(f/9) (o) =

Beweis. i) Fiir z € Q, © # xo, folgt mit Satz [3.32]

(f+9)@) = (f+9)(z0) _ fx) = flwo) | 9(x) = g(wo)
xr — Xo T — Xo T — Zo
(z—x0)

= f'(z0) + ¢’ (20);

also ist f + g differenzierbar an der Stelle zy mit
(f +9)(x0) = f'(20) + g’ (w0).

ii) Analog folgt mit Satz BT und
(f9)(@) = (fg)(wo) _ (f(z) = f(x0))g(x) + f(0)(g(x) — g(x0))

Tr — X T — X
xr — Xo T —To
(x—z0)

f'(@o)g(xo) + f(@0)g'(z0)
die gewiinschte Aussage fiir f - g.

iii) Mit Satz EI.0] folgt aus g(xg) # 0, dass g(z) # 0 fir alle « in einer Um-
gebung von xg, und g(z) — g(xo) (x = zg, x € Q). Sei f = 1. Mit Satz B3.2
erhalten wir

1 1
9@ o) _ 9(20) —g(z) 1 (wowoatwo)  g'(20)

xr — Xo Tr — Zo 9(33)9(950) 92(370).

Der allgemeine Fall folgt mit ii).
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Beispiel 5.1.2. i) Fiir n € N ist die Funktion f(z) = 2", « € R, differenzier-
bar mit f'(x) = na""t.

Beweis (Induktion). n = 1: Siehe Beispiel B.I1l1).

n — n+ 1: Setze f(x) = 2™, g(x) = x. Nach Induktionsvoraussetzung sind f
und g differenzierbar mit

f'(z) =na" Y, ¢ (x) =1.

Mit Satz B.1.2lii) folgt

danrl
T (@) = (f9)'(@) = f'(@)g(z) + f(2)g'(z) = (n + 12"
O
ii) Polynome p(z) = a,2™ + -+ + a1 + ap sind auf R differenzierbar mit

P (z) =napz™ t+ - +ay.

iii) Rationale Funktionen r(z) = % sind auf ihrem Definitionsbereich

Q= {zr €R; q(x) # 0}

differenzierbar, und
,_P'a—pd
r=——
q

ist wieder eine rationale Funktion auf 2.

Satz 5.1.3. (Kettenregel) Sei f: Q@ — R an der Stelle zy € Q differenzier-
bar, und sei g: R — R an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar. Dann ist die
Funktion go f: Q — R an der Stelle xq differenzierbar, und es gilt

(g0 f)(xo) = g'(f (o)) f' (o).

Beispiel 5.1.3. Fiir affine Funktionen
fl@)=mz+ec, gly)=ly+d

gilt
(go f)(z) =Imx+ (lc+d),
und daher
(g0 f) (w0) = Im = g'(f(20)) - f'(x0)-
Beweis von Satz[5.1.3. Fir x € Q mit f(z) # f(xg) schreibe

(9o f)(@) = (g0 f)zo) _ 9(f(z)) = g(f(20)) [f(z)— flxo)

T — o f(@) = f(zo) T —Zo

Sei (zx)ken C Q mit xp — 20 (K — 00), und sei f(zy) # f(zo), k € N. Da nach
Satz BT mit x; — xg auch f(zr) — f(x0) (k — 00), folgt

i 9o f)(@r) = (g o f)(zo)

k—o0 T — X

= g'(f (o)) f'(wo)- (5.1.1)
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Falls fiir eine Folge x; — x (k — o0) gilt

T # x0, f(zk) = f(w0), k€N,

so erhalten wir
f/(xO) — lim f(l'k) - f(l'o)

k—o0 T — X

o 9 (@1) — (o)

k— o0 Tk — X0

:O7

und

=0=g'(f(z0))f (z0).
Zusammen mit (BT liefert dies die gewiinschte Konvergenz nun auch fiir jede

Folge (z1) C Q mit x5 — xo (k — 00). O

Bemerkung 5.1.3. In der Notation

d(go f)
dx

(a0) = G (@) - o)

kann man sich die Kettenregel leicht merken. (“df kann man kiirzen.”)

Beispiel 5.1.4. i) Die Funktion
(2% +4r+1)% = 2% + 82" + 22° + 162 + 8z + 1
ist von der Form g o f mit
9(y) =y*, f(z) =2’ +4z + 1.
Beispiel B.1.2li) und Satz [BE.1.3] ergeben

d
— (@ +4r + 1) =2(2® + 42 + 1) - (322 +4) = 62° + 322> + 62° + 322 + 8.
dx N —— N——

=9'((2)) =f'(x)

ii) Die Funktion ¢ — e, wobei A € R fest, ist von der Form g o f mit

g(x) =¢€", f(t) = M.
Mit Beispiel B.1.2}i) und Beispiel BITliii) folgt

i(e)\t

Atg .
o e A

N
=g'(f(t0)) =f'(to)

iii) Analog gilt mit g = f = Fxp gemiss Beispiel BITliii)
d ( e‘T) e”0 o
— (e = e . .
dx =0 ~~ ~~
=g'(f(z0))=e/(®0) =["(z0)

5.2 Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Im folgenden betrachten wir stets differezierbare Funktionen auf einem Intervall
Q =Ja,b[C R.
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Satz 5.2.1. Seien —oco < a < b < oco. Sei f: [a,b] = R stetig und differenzier-
bar in |a,b[. Dann ezistiert xo €]a,b[ mit

f(®) = f(a) + f'(z0)(b - a).
D.h. 5
fl(x()) _ f( l)):C]:(a)

ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)), (b, f(b)) € G(f).

Beweis. i) Zunichst betrachten wir den Fall, dass zusétzlich gilt

fla) = f(b) =0.
Nach Satz 23] und Beispiel £.2.3li) gibt es z, T € [a, b] mit

flz) = min f(z) <0< max f(z) = f(7).

a<z<b a<z<b

Falls
f(z) =0=f(=),

so ist f = 0; also f/(z) = 0 fiir alle « € [a, b], insbesondere f'(%F) = 0.

Andernfalls gelte oBdA f(Z) > 0. (Sonst betrachte die Funktion f = —f.) Dann
gilt offenbar a < T < b, und es folgt
flz) - f(T)

0> limw = f'(z) :hm(f >0,
2T T —T oz T —T
also f'(z) = 0.
ii) Fiir allgemeines f betrachte die Funktion ¢: [a,b] — R mit

Offenbar ist g stetig auf [a,b] und in ]a, b] differenzierbar mit

f(b) = f(a)

g@) = ') - H2—

, x €la,bl.
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Weiter gilt g(a) = 0 = g(b). Mit i) folgt die Existenz von g €]a, b[ mit ¢'(z¢) =
0. Die Behauptung folgt.

U
Als erste Anwendung folgt sofort:
Korollar 5.2.1. Sei f wie in Satz[5. 21l
i) Falls f' =0 aufa,b|, so ist f konstant.
ii) Falls f' >0 (bzw. > 0) auf |a,b], so ist f (streng) monoton wachsend.
Beweis. i) Fiir a <z <y <b gibt es zg €]z, y[ mit
fly) = f=) _ F(z0) = 0.
y—x
ii) analog.
O

Beispiel 5.2.1. i) Fiir eine differenzierbare Funktion f: R — IR gelte die Be-
ziehung
' =Xf, d.h. f'(t) = M\f(t), Vt € R,

mit einer festen Zahl A € R. Dann gilt
f(t) = f(0)eM, VteR.
Beweis. Betrachte die differenzierbare Funktion g mit

g(t) = % =e Mf(t), teR.

Mit Satz und Beispiel E.1.4lii) folgt

d

g'(t) = pn

fiir alle t € R; also

(€7X) - f(t) + e (8) = e M (=Af() + £1(1) =0

gemiiss Korollar B.2111), und

ft) =eMg(t) = f(0)eM, VteR.

ii) Die Funktion f: z — {35 erfiillt geméiss Satz B2

by 2 +a%) — 42 2(1 —a?)
M@ ==arep  ~azrap <0

fiir x > 1; also ist f: ]1, 00[—]0, 1] streng monoton fallend.
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Korollar 5.2.2. (Bernoulli-de I’Hospital) Seien f,g: [a,b] = R stetig und
differenzierbar in ]a,b] mit ¢'(x) # 0, Vz €la,b[. Weiter sei f(a) = 0 = g(a),
und es existiere der Grenzwert

f'(=)

zla g'(z)
Dann ist g(x) # 0 fir alle x > a, und es gilt
f(@)

lim ——= =
zla g(z)

Beweis. i) Falls g(x) = 0 fiir ein 2 > a, so gibt es nach Satz[BE2Tlein zy €la, x|
mit ¢'(x9) = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme.

ii) Fiir festes s > a betrachte die Funktion

Die Funktion h: [a, s] — R ist stetig und differenzierbar in ]a, s[ mit h(a) =0 =
h(s). Nach Satz 520l gibt es © = z(s) €]a, s[ mit
f(s)

0="h(x)= @g’(x) = f'(2);

d.h.
fls) _ f'(=)

g(s) — g'(x)

Mit s — a folgt dann z(s) — a, und

1) f@
o) o)

Beispiel 5.2.2. i) Es gilt

3 —1 . 322 3

lim =lim — = —.
x—1 £E2 —1 z—1 20 2

Man kann zur Probe den Faktor x — 1 in Z&éhler und Nenner kiirzen:

23 —1 _ ?+ax+1 _>§ (@ —1)
22—1  x+1 2 '
ii) Mit Beispiel B.10liv) erhalten wir
lim 20U _ g, C0s@)

z—0 x z—0 1
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iii) Man kann die Bernoullische Regel auch mehrmals anwenden. Mit ii) folgt

SO
1-— ] 1
lim 702 5@y S _ L
z—0 xT z—0 2z 2

Oft kann man in dhnlichen Féllen jedoch auch ohne Gebrauch der de 'Hospitalschen
Regeln durch geschicktes Umformen zum Ziel gelangen.

Beispiel 5.2.3. i) Beachte, dass mit

E ML
xp(x)z i —:L%oo(0<x—>oo)

ok (k+1)! 28— (k+1)!
auch gilt
1
lim (a:keff”) = lim —— =0.

ii) Fiir beliebiges oo > 0 definieren wir
% = Exzp(aLog(z)) =e ¥, x>0, y=—aLog(x).

Analog zu i) wollen wir nun den Limes des Ausdrucks z®Log(z) fiir | 0
bestimmen. Nach Substitution y = —aLog(z) — oo (z | 0) erhalten wir

lim(z“Log(z)) = . lim (e ¥y) = 0.

z]0 o Yy—0o0
iii) Da Exp stetig, folgt mit ii) nun auch

lxlﬁ)lx = Eg(Exp(xLog(a:))) = Ezp(0) = 1;

vgl. Beispiel B2ZTliii).

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir durch Koppelung

von Korollar [5.2.T1ii) mit Satz [£G.3

Satz 5.2.2. (Umkehrsatz) Sei f: |a,b[— R differenzierbar mit f' > 0 auf
la,b[, und seien

—o00o<c= inf =d < .
oo <c¢ a3;<bf(x)<ailglggbf($) < oo

Dann ist f: ]a,b[—]e,d[ bijektiv, und die Umkehrfunktion f=1:]c,d[— R ist
differenzierbar mit

(Y (@) = (f'(2) 7", Va €la,b],

bzw.

(F Y = W) Yy €]c, d].
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Beweis. Gemiss Korollar 5.2.1ii) ist f streng monoton wachsend und zudem
stetig nach Satz [E.I.Il Nach Satz 6.3 ist f: |a, b[—]c, d[ bijektiv, und f~! ist
stetig.

Behauptung f~! ist differenzierbar, (ffl)/(f(aco)) = Vg.

_ 1
JHEDK
Beweis. Fixiere yo = f(xg). Sei (yi)ren Cle, d[ mit
ye = f(@r) = yo (k= 00), yk #yo (k€ N).
Es folgt x, # o fiir alle k. Da f~! stetig, gilt zudem
ar =" yr) = 2o = (yo) (k= 0),

also
f yr) — F (o) _ TR —To 1 . 1
Yk — Yo flar) = flwo)  FEe=fl@e) ° f/(x)

Tk —T0

fir £k — oo, wie gewiinscht. O
Beispiel 5.2.4. i) Exzp: R —]0,00[ ist differenzierbar mit Fzp’ = Exp > 0.
Also ist Log = Exp~':]0,00[— R differenzierbar mit

1 1
~ Exp/(zg)  Eap(wo)’

Log'(Exp(x0))
oder -nach Substitution von y = Exp(zo)-

1
LOg/(y) = 57 Vy > 0.

ii) Wir kénnen nun auch die in Beispiel [5.2:3] definierte allgemeine Potenzfunk-
tion
x+— % = Exp(aLog(z)), 0<z < o0,

fiir beliebiges « > 0 differenzieren. Mit der Kettenregel aus Satz [5.1.3] erhalten
wir
o

a—1
dzr =T

= Exp'(aLog(xo)) a Log' (o) = axg
—_——— —
1

—
=x§

0

Stimmt diese Funktion fiir &« = = tiberein mit der “klassischen” n-ten Wurzel-

1
n
funktion geméiss Beispiel L.6.211)7

iii) Die Potenzfunktion f(x) = z™ ist fiir x > 0 differenzierbar mit f'(z) =
nz™ ' > 0. Gemiss Satz B2Z2ist f~1(y) = {/y: ]0,00[— R differenzierbar mit

1

—1\/ _ _ l 1—-n
() =g @) n' 0
bzw.
()| =>w " Yy > 0.
Y=yYo n
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Mit ii) folgt
d n
%(( Yx) — /™) =0 auf ]0, oo,
wobei 2'/" = Exp(Log(x)/n), und mit Korollar 5.21l1) folgt
or— 2V =1 -1 = .

Die abstrakt definierte Potenzfunktion = +— z®, x > 0, stimmt also fiir o = %

mit der Wurzelfunktion iiberein; analog fiir o € Q.

5.3 Die trigonometrischen Funktionen

Wir kénnen nun endlich auch die lange vermutete Verbindung zwischen den iiber
ihre Potenzreihe definierten Funktionen Sin und C'os und den trigonometrischen
Funktionen sin und cos herstellen.

Satz 5.3.1. (Euler) Fir alle p € R gilt
|Eap(ip)* = Cos®(p) + Sin(p) = 1,
und
Exp(ip) = Cos(ip) + iSin(p) = cosp + isinp = e'?,

wobei cosp, sing Real-, bzw. Imagindgrteil der Zahl z = €9 € C mit |z] = 1
und Polarwinkel ¢ bezeichnen.

Beweis. i) Da Cos(—¢) = Cos(p), Sin(—¢p) = —Sin(y) fiir alle ¢ € R, gilt

Exp(ip) = Cos(p) —iSin(p) = Exp(—ip),

also auch
|Exp(ip)|* = Exp(iy) - Exp(ip) = Eaplip) - Exp(—ip) =1, VYo € R.
ii) Gemdéss Beispiel B.I1liv) gilt weiter

%Exp(w) = iEzp(ip)

d
—_— ) = E ) = 1'
’ d¢Exp(lw)’ |Exp(ie)| = 1;

d.h. die Kurve ¢ — Exp(ip) durchlduft den Enheitskreis im Gegenuhrzeigersinn
mit Geschwindigkeit 1. Da Exp(0) = 1, stimmt das Argument ¢ des Punktes
Exp(ip) € C iiberein mit der Bogenlinge am Einheitskreis.

O
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Korollar 5.3.1. Ezp(z + 2mi) = Exp(z), Vz e C.

Beweis. Gemiss Satz (3.1 gilt Exp(2mi) = €™ = 1, und die Behauptung
folgt mit Korollar 3.8.11 O

Zyklometrische Funktionen (Arcus-Funktionen). Im folgenden schrei-
ben wir cos statt Cos, etc. Mit Satz [(.2.2] konnen wir diese Funktionen auf
geeigneten Intervallen auch umkehren.

i) Da sin’ = cos > 0 in | — §, 5[, besitzt sin: | — 5, Z[—] — 1,1 gemiiss Satz

522 eine differenzierbare Umkehrfunktion arcsin = sin™*: ] — 1, 1[—] — 25l
und
1 1 1
arcsin’(z) = = = -l<z<l,

sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22’

wobei wir ausnutzen, dass cos = /1 — sin® geméss Satz [5.3.11

ii) Analog besitzt cos: |0, m[—] — 1, 1] mit cos’ = —sin < 0 in |0, 7| die differen-
zierbare Umkehrfunktion arccos: | — 1, 1[—]0, [, und
1 1
arccos’ (1) = = - -l<z<l1.

cos’ (arccos z) V1I—22’

iii) Die Tangensfunktion tan = #2:]— Z Z[— R mit
() = SO FS@) e L
an (r) = = an“(x) = ——
cos?(x) cos?(x)

besitzt die differenzierbare Umkehrfunktion arctan: R —] — 7, Z[ mit

1 1

= = , xe€lR.
tan’(arctanz) 1+ a2

arctan’(z)

Hyperbel- und Areafunktionen. Die Hyperbelfunktionen

€T —x
coshz = %: R — [1,00],
sinhx = %: R — R,
sinhz e —e ™™
tanhx = = R —]—1,1]

coshz e +e®
erfiillen die Gleichungen
sinh” = cosh, cosh’ = sinh,
bzw.

cosh? — sinh? 1

5 = 2:1—tanh2>0,
cosh cosh

tanh’ =
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wobei wir die Beziehung ausnutzen
2 : 2 x —x
cosh”(z) — sinh”(z) = e® - 7% = 1.
Insbesondere existieren die Areafunktionen

arsinh = sinh*: R — R,
arcosh = cosh™': [1,00[— R,

artanh = tanh™': ] — 1,1[= R

mit
inh(z) ! ! €R
arsinh’(z) = = z
cosh(arsinhz)  /1T+ 22’ ’
1 1
artanh’(x) = = —-l<z <1

(1 — tanh?)(artanh(z)) 1—a?’

sinh
\ v
cosh —

v/
-+
&
=
=

5.4 Funktionen der Klasse C!

Sei 2 C R offen, f: Q — R differenzierbar.

Definition 5.4.1. f heisst von der Klasse C!, falls die Ableitungsfunktion
x— f'(x) stetig ist.

Notation: C1(Q) = {f: Q = R; f, f' stetig}.

Beispiel 5.4.1. i) Die Funktionen Exp, Cos, Sin und Polynome sind in C*.
ii) Sei die Funktion f: R — R gegeben durch

z?sind, x #£0,
f) = {0, xz=0.
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Dann ist f stetig und an jeder Stelle z # 0 differenzierbar mit

1 1
() =2zsin— —cos—, x #0.
x x
Weiter existiert
1
F(0)=lim f@) = lim xsin — = 0;
z—0, z#0 X z—0 x

jedoch ist f’ an der Stelle g = 0 unstetig.

iii) Fiir k£ > 3 ist die Funktion

von der Klasse C! auf R.

Satz 5.4.1. Sei (fi)ken eine Folge in C1(2) mit

fkﬂnfa l::gﬂ;ﬁbg (k—>OO),
wobei f,g:  — R. Dann gilt f € C*(Q) und f' = g.

Beweis. Nach Satz 8 Tsind f und g stetig. Die Aussage folgt somit aus
Behauptung f ist differenzierbar mit f/ = g.
Beweis. Fiir xg,x € Q, x # xg, gilt nach Satz [.2.1]

f(x) = f(xo)

r — X - g(xo) - khﬁrgo r — X g(xO)
= lim |f;(2k) — g(zo)|
N

IN

i |fi(xr) — g(ar)| + sup 9(y) — g(@o)|

ly—ao| <[a—ao]

< sup o [g(y) —g(zo)| = 0 (z = 20).

ly—zo|<|z—=0|

wobel x = xg + Vg (z — o) mit geeignetem 0 < ¥y < 1. Also ist f an der Stelle
xo differenzierbar mit f'(xqg) = g(zo). O

Offenbar gilt Satz B.4T] auch fiir vektorwertige Funktionen.

Beispiel 5.4.2. Die gleichmissige Konvergenz f;, — g (kK — 00) ist notwendig
fiir die Aussage von Satz [5.4.] wie das folgende Beispiel zeigt. Sei

fe(w) = \/W, lz| <1, k€ N.
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Mit der Abschitzung

[T V(22 422 + |z
| fr(z) — |z|| = —-) ta?—z]) F——
k ( (/C) + ) (%)2+x2+|x|
_ () < (/R oo

VP ra e M

erhalten wir gleichméssige Konvergenz f e f fir |z| < 1, wobei f(x) = |z|.
Zudem konvergiert

1, z >0

T
f}lc(l"):272—> 0, =0
(%) + el “1, z<0.

punktweise; jedoch ist f nicht in C.

Potenzreihen. Sei (ag)ren eine Folge in R oder €, und sei

o0
1
fl@) =Y aa*, |o] <p= ————=<o0
= lim sup {/|a|
k—o0

die zugehorige Potenzreihe f = lim f,, wobei
n—oo

fulz) = Zakxk, x € R.
k=0
Nach Beispiel B.1.2}ii) ist jedes f,, differenzierbar mit
fli(z) = Z kagz*~L.
k=0

Die Potenzreihe

g(x) = Z kajpaz®!
k=0

hat wegen vk — 1 (k — o0) denselben Konvergenzradius p wie f, und wie in
Beispiel L8T1ii) folgt fiir r < p gleichmissige Konvergenz

fo—= £ fn—g inBy(0) (n—o0).
Satz [B.4.1] liefert somit das folgende Resultat.
Satz 5.4.2. Eine Potenzreihe f(x) = Y. axz" ist im Innern ihres Konvergenz-

k=0
kreises differenzierbar, und

f(z) = Z kapxh=1.
k=0
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Beispiel 5.4.3. i) Es gilt

e k—1 e k—1

Ezp'(z) = Zk% = ,; h = Ezxp(z).

k=0

o0

ii) Sei f(z) = Y 2* = -, |#| < 1. Dann folgt mit der Quotientenregel, bzw.
k=0

mit Satz (.42

f(z) = (EE kak Lozl < 1

vgl. Beispiel B.811
iii) Analog zu Satz 542 zeigt man, die Zetafunktion

= 1 e Tlogn
:Z;:Z log

ist fiir x > 1 differenzierbar mit

= logn
_ 1 —xzlogn _ _ = .
ng:l ogne g - n(x)

Beweis. Schreibe ( = lim (;, wobei
l—o0

Schétze ab fir x > s > r > 1:

¢(2) — Q@) < Zni —0 (I — )

n>l
log logn 1
In(z) — ¢ (x \<Z <sup > Zﬁ—mu—mo).
n>l n>l n>l
Die Behauptung folgt mit Satz B.4.1] O

Sei nun 2 C R offen und beschréankt. Analog zu Abschnitt 4.7 setzen wir
CHO;R™) = {f € CY (% R™); f und f sind stetig auf Q ergéinzbar}.
Fiir f € CY(Q;R") gilt dann

Pl = sup 1F@)] + sup | @) = Lo + 1 lon < -

Offenbar ist ||| o1 (q) eine Norm auf C'(;R™). Weiter liefern Satz und
Satz BATE
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Satz 5.4.3. Der Raum C'(Q,R") ist vollstindig bzgl. [lc1 @), ein Banach-
raum.

Beweis. Sei (fy)rexn C C'(©) Cauchy-Folge. Dann sind (fi)ren, (ff)reN
Cauchy-Folgen in C°(Q,R") mit Limites f = klim fe, g = klim fi € C°(Q)
—00 —00

gemiss Satz E82 und g = f' gemiiss Satz B.ATL also f € CH(Q), fx Cljlm
f (k= ). O

Iterativ konnen wir auch hohere Ableitungen bilden. Sei m € IN.

Definition 5.4.2. i) f heisst auf Q m-mal differenzierbar, falls f (m —1)-
mal differenzierbar ist mit differenzierbarer (m — 1)-ter Ableitung f(™=1.

In diesem Fall heisst

df(mfl) _ dmf

dx dxm 2= R

f(m) —

die m-te Ableitung von f.

ii) f ist von der Klasse C™(Q), falls f m-mal differenzierbar ist und falls die
Funktionen f = fO, f/ = fO 07 stetig sind.

Notation:

C™(Q,R") = {f: Q — R™; f ist m-mal diffbar, f,..., f("™ stetig}.

Beispiel 5.4.4. i) Die Funktionen Exp, sin, cos, Polynome und rationale Funk-
tionen sind in C" fiir jedes m € N.

ii) Potenzreihen mit Konvergenzradius p > 0 sind in C™(B,(0)) fiir jedes m;
die Ableitung erhiilt man durch gliedweises Differenzieren.

Falls 2 C R offen und beschrankt, setzen wir

C™(R") = {f € C"(HKR");
f=rfO f =D ) sind stetig auf Q ergéinzbar}

und definieren
flem =3 |19 0 ¥F € @R,
j=0

Dann gilt ofenbar
C™(Q;R™) — C™ 1 R") — ... — CO(Q; R™)

und

[fllco <N fller <+ < IS
Analog zu Satz [(£.4.3] gilt schliesslich

om s VfECT(LRY).
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Satz 5.4.4. Der Raum C™(Q;R™) ist vollstindig bzgl. |l cm a3y -

Beweis. OBdA sei n = 1. Falls (f)ren Cauchy-Folge im Raum C™(Q) ist,

so ist (fx)ren Cauchy-Folge in C°(Q) mit klim f = f =: go. Ebenso ist fiir
—00
jedes 0 < j < m die Folge ( ,ij))ke]N Cauchy-Folge in C°(2) mit klim f,gj) =gj.
— 00
Da flgﬁ'l) = df,i])/dx, folgt mit Satz B.41] die Beziehung g;+1 = g; fiir alle
j<myalsogr = f,92=Ff" ..., gm = f0, und wir erhalten f € C™(Q),
Ifi = fllgm@) =0 (k — o0), wie gewiinscht. O

5.5 Taylor-Formel

Sei 2 =Ja,b[, —oo < a < b < 0o, und m € N.

Satz 5.5.1. Sei f € C™ ([a,b]) auf]a,b] m-mal differenzierbar. Dann gibt es
€ €la, b] mit

! 7 (b_a)Q
F(b) = fla) + f(@)(b—a) + f(a)—5—+ ...

(- (-

(m—1)! m!

o F () + £ ()

Beweis. Wir fithren den Satz zuriick auf Satz 5.2.11 Betrachte die Funktion

glx) = f(x) + f(@)(b—2)+...

mety, (b —ax)" (b —z)™ (5.5.1)
+ >m>0n_1ﬂ -

wobei K € R so gewihlt ist, dass g(a) = g(b) = 0. Nach Annahme an f ist g
stetig auf [a, b], und in ]a, b[ differenzierbar. Nach Satz B2l existiert ein & €]a, b]
mit ¢’ (&) = 0; d.h.

a2
o9 ee-9)+..

b-—9m> b-9m!
(m —2)! )_K (m —1)!

0=F+ (k-9 - F©) + (£

(b(,; 5_)?)_, _ pmD g

b—9m!
(m-=1)"!"

+ (£ )
= (/™) - K)

da sich alle iibrigen Terme paarweise aufheben. Da b—¢ > 0 folgt K = f(™)(¢),
und mit g(a) = 0 erhalten wir nach Einsetzen von x = a in (&5 die Behaup-
tung. O

Bemerkung 5.5.1. Das Taylor-Polynom m-ter Ordnung fiir f € C™,

(x —a)™

T f(w;a) = fla) + f'(a)(w —a) + -+ [ () =—

b
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hat nach Satz [.5.7] die folgende Approximationseigenschaft. Fiir a < z < b gilt

w=a™ =:rpf(z;a)

@) = T f(wsa) = (F(€) = f™(a)) - ——

fiir ein £ €]a, z[. Fiir den Restterm r,, f erhalten wir die Abschéitzung

—a)m

@ a)] < sup [ £ (€) — ) ()| =
a<é<w m.

Falls f € C™*!, kénnen wir dies mit Satz [5.2.11 noch verbessern zu

(.23 _ a)m+1 -

Fom )| =

[rmf(z;a)| < sup
a<é<z

2 . s I

130 — Mit sin” = cos, sin

Beispiel 5.5.1. i) Was ist der Sinus von 47°=7 +
cos’ = —sin, usw., folgt aus Satz (5.1 z.B. bei Wahl von m = 2 fiir ein £ €

[

55+
7r 77 T, m
SIH(Z + %) = sm(z) + COS(Z) 50 sin(z)m + 79
2 2 2 2
V2 V2 m V2w
2 2 90 2 2-902
wobei
3
T 105
ra| < 0903 10

}
us
4

/

2 — 22 + 1. Mit Satz [E.5.1] konnen wir p im Punkt zo = 1

ii) Sei p(x) =
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anndhern durch
Tip(z;1) = p(1) + Y1)z —1) =1+2z-1)=22-1,
—_——
=(123-20)| _ (a-1)=2(2—1)
zo=1
—1)2
Top(x;1) = Tip(a; 1) + p”(l)%
—_————
=(12x2—2)’10:1.%&)@2—29&1)
—1)3
Tsp(x;1) = Top(a; 1) + p'”(l)%
—_———
=(24z)| _ 2202248001 _ (53 3024 30-1)
. z—1)*
Tup(e;1) = Taplos 1) +p0 (1) L0 _ 08— g2 41— (),

S~—— 24
24

= 52% — 8z + 4,

=43 — T2% + 4z,

Lokale Extrema. Sei Q2 C R offen, f: @ — R.

Definition 5.5.1. Ein o € Q heisst (strikte) lokale Minimalstelle von f,
falls in einer Umgebung U von xg gilt

f(x) > f(zo), Yz eU (bzw. f(x)> f(xg), Vze€ U\{zo}).

Falls f an einer lokalen Minimalstelle xq differenzierbar ist, so folgt wie im

Beweis von Satz [(.2.1]
f(x) — f(z0)

0 < lim M = f'(xg) = lim —————= < (;
zlxo T — Xo ztxo T — Xo

also f'(xg) = 0. Allgemein gilt der folgende Satz.

Korollar 5.5.1. Sei f € C™(Q), zg € Q mit f'(zg) = -+ = f(m D (x0) = 0.
i) Falls m = 2k + 1, x¢ lokale Minimalstelle, so folgt f™ (o) = 0.

ii) Falls m = 2k, und falls f™ (x0) > 0, so ist xg strikte lokale Minimalstelle.
Beweis. Nach Satz B.5. T existiert fiir x € 2 ein £ zwischen x und xg mit

(z— xo)m.

m!

f(z) = flao) + fT(E)
i) Falls m = 2k + 1, und falls zy lokales Minimum, so folgt

lim f(x)—f (o) -m! >0,

(M) () = lim ™) (g) — J wheo (Fm0)™
[ (o) ngof 3] i fgx):fga;?) ml <0
xtzy \TTTO
also f(™)(zg) = 0.
ii) Falls f(™) (o) = 5lim Fm(€) > 0, m = 2k, so folgt fiir x nahe zg, = # o,
— X0

die Ungleichung f(z) — f(xo) > 0; also ist ¢ ein striktes lokales Minimum. [
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Beispiel 5.5.2. i) Sei f(z) = 2* — 2% + 1, € R. Nach Korollar [.5.11i) ist

notwendig fiir das Vorliegen einer Extremalstelle im Punkt zy die Bedingung
[ (o) = 4ad — 220 = 2(22% — 1)z = 0;

d.h.

1 1
T € {*\ﬁvoa \ﬁ}
Nach Korollar B5.7lii) und mit

4>0, z=+1/V2

" :12 2_2:
filw) =12z {—2<0, =0

liegt in o = 1/v/2, 29 = —1/v/2 jeweils ein striktes lokales Minimum, in 2o = 0
ein striktes lokales Maximum vor.

ii) (Minimierungseigenschaft des arithmetischen Mittels) Seien a4, ...,a, € R.
Gesucht ist 2o € R mit

n

Fo) = (w0 — ax)? = min f(z).

k=1
Beachte f(z) — oo (Jz| = o0); also existiert zp € R mit f(z¢) = min f.

Korollar E5T11) liefert die notwendige Bedingung;:

n

Z To — ag —2nx0—22ak—0

k=1 k=1
d.h. das arithmetische Mittel

1 n
T = —
=13
k=1

ist die einzig mogliche Minimalstelle. Zur Probe bestimmen wir noch

f =2n>0.

Der Punkt xq ist also tatséchlich die gesuchte Minimalstelle.

Konvexe Funktionen. Sei —0o <a < b < o0o.

Satz 5.5.2. Sei f € C?(Ja,b]) mit f” > 0. Dann gilt fir alle zo,z1 €la,b|,
0<t<1:

[tz + (1 = t)xo) < tf(x1) + (1= 1) f (o). (5.5.2)
Beweis. Fixiere g, 71 €]a, b[. Betrachte die Hilfsfunktion g € C?([0,1]):

g(t) = f(ter + (1 = t)zo) — (tf(21) + (1 — 1) f(z0))

9(0) =g(1) =0, g"(t) = f"(tz1 + (1 — t)zo)(z1 — 20)* >0, 0 < t < 1.
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Nimm widerspruchsweise an,

Oréltaé(lg(t) = g(tmaz) > 0, wobei 0 < ty0. < 1.

Gemiss Korollar B511) folgt ¢/ (tmax) = 0. Nach Satz B5T] gibt es 7 €]tmaz, 1]
mit

(1 - tmaaz)2

0=g(1) = g(tmaz) + g/(tmar)(l — tmaz) + 9H<T) 2

Z g(tmaa:) > 07
und es folgt der gewiinschte Widerspruch. O

Definition 5.5.2. Fine Funktion f:]a,b[— R mit der Eigenschaft (5:5.2)
heisst konvex.

Beispiel 5.5.3. i) exp” = exp > 0; also ist die Funktion exp konvex.

ii) Sei f(z) = zlogzx, = > 0. Es gilt

F(a) =loga 41, "(x) = = >0

also ist f konvex geméss Satz [5.5.2]

f! ¥
: 1 -

iii) Sei f(z) = 2* = exp(alogx), = > 0, wobei @ > 1 fest. Da

A

f'(@) = az®t, f(2) = ala — 1)z > 0,
ist f konvex gemiiss Satz [5.5.2]

Die Eigenschaft (5.5.2) gilt analog auch fiir mehr als zwei Punkte.

Satz 5.5.3. (Jensen) Sei f: ]a,b[— R konvex. Dann gilt fiir beliebige Punkte

N
Z1,..., TN €la,b[ und Zahlen 0 < t1,...,txy <1 mit > t; = 1 die Ungleichung
p=Il

f(i tixi) < itif(xi)‘

Beweis (Induktion nach N). N =1 ist klar; ebenso N = 2 nach Definition.
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N — N +1: OBdA sei t; < 1. (Sonst sind wir im Fall N = 1.) Setze

N+1

t.
Zo = Z 1_2151%"

=2

Da f konvex, erhalten wir

N+1

F(D0 i) = Sty + (1= t)w0) < tuflan) + (1= 1) F(w0)

Da nach Induktions-Annahme gilt

N+1 N+1

flao) = 1Y 7o) < > ),

=2

folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.5.4. (Vergleich von arithmetischem und geometrischem Mittel) Fiir

n
alle 0 < 1,...,2, <00, 0< g, ..., < 1mit Y «a; =1 gilt
i=1

n

n
.
Hwil < E QT
i=1

i=1

Beweis. Da die Funktion exp nach Beispiel 5.5.31) konvex ist, folgt die Aussage
mit Satz 5.5.3] aus der Darstellung

ﬁ e ﬁ exp(a; logx;) = exp (Xn: a; log xz)
i=1

i=1 i=1

(SatzBEE) n
< Z a; exp(logz;) = Z ;T
i=1

i=1

Schliesslich kénnen wir mit den Ideen aus Satz [5.5.1] einen Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra geméss Abschnitt 2.5 gewinnen.

Satz 5.5.4. Jedes Polynom p: C — C vom Grad > 1 hat (mindestens) eine
Nullstelle.

Beweis(indirekt). Sei p(z) = a,2™ + -+ + ap mit a, # 0 ein Polynom vom
Grad n > 1 ohne Nullstelle. OBdA sei a,, = 1. (Sonst betrachte p = £-.) Sei

=i > 0.
p = nf p(2)] 2 0
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Da wir fiir geniigend grosses ro > 0 fiir |z| > ro abschétzen kénnen

Ip(2)] = |2|" (14 ap_127t +---+apz™™) > = |2|",

N =

koénnen wir einen Radius rg > 0 wahlen mit

p(2)| = 1+ p

fiir |z| > 7o. Nach Satz [£.2.3] gibt es zp € By, (0) mit

0 < |p(20)| = min |p(2)| = inf Ip(2)| = p.

=,
Entwickle p um zg analog zu Satz [E51l (Wir machen keine Taylor-N#herung,

verfahren jedoch in #hnlicher Weise.) Dies ergibt die Darstellung

n

p(z) = p((z = 20) + 20) = Z bi(2 — 20)",

k=0

von p als Polynom in (z—zg), wobei Einsetzen von z = 2, die Identitdt by = p(zo)
ergibt.

Setze
ko = min{k; by #0, k> 1}.

Da p # const, ist 1 < kg < n wohldefiniert. Schreibe
p(2) = p(20) + bi (2 = 20)™ + 7, (23 20)

mit dem Restterm
n
Tho (25 20) = Z be(z — 20)",
k=ko+1
so dass

Tro(2120)/(2 = 20)" = 0 (2 = ).

Schliesslich wéhle sqg > 0, 0 < g < 27 mit

p(20)

= s59e"70.
b,

Fiir 2z = 2z + se’¥0/ko s > ( folgt

i_Tko(Z;Zo))‘.

— ko ,i%0 . = 1-— ko
|p(z)| |p(2’0) +bk05 (& +7"k0(2;720)| |p(20)| ‘ S (SO p(zo)sko

Da 7y, (25 20) /8% — 0 (s — 0), folgt der gewiinschte Widerspruch

Ip(2)] < |p(20)] = p, falls 0 < s << 1.
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5.6 Gewdohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erscheinen in vielfiltiger Weise in der physikalischen Be-
schreibung der Natur und in technischen Anwendungen, deren Eigenheiten sich
auch in den Eigenschaften gewisser “natiirlich” vorkommender Funktionen spie-
geln.

Beispiel 5.6.1. i) Die Funktionen exp, sin, cos, tan stehen mit ihrer Ableitung
in Beziehung:

7 .
exp’ = exp, sin” = —sin, cos” = — cos, tan’ =1 + tan?.

Solche Beziehungen bezeichnet man allgemein als Differentialgleichungen.
Die Funktion f(z) = tanx 16st also fir —7/2 < = < 7/2 die Differentialglei-
chung

fl=1+f2

ii) Physikalische Prozesse lassen sich oft durch Differentialgleichungen beschrei-
ben. Z.B. ist beim radioaktiven Zerfall die pro Zeitenheit zerfallende Masse
proportional zur noch vorhandenen Masse f(t) eines Stoffes; d.h. mit einer Zahl
o > 0 gilt

daf

j=5=—af, 10)=fo (56.)

Gemiiss Beispiel 5.2.111) ist die Lésung dieser Differentialgleichung stets von der
Form

f(t) = foe=®", t>0,
wobei die Konstante f(0) durch die Anfangsbedingung festgelegt ist.

iii) Die Auslenkung f(t) eines Federpendels aus der Ruhelage f = 0 erfiillt
nach dem Newton’schen und Hooke’schen Gesetz die Gleichung

dimf) _ i _
CO8 = mf = K,

wobei m > 0 die Masse des Pendels und K > 0 die Federkonstante bezeichnen;
d.h. wir haben die Gleichung

. K
fHwif=0, w82%>0. (5.6.2)
Nach i) sind die Funktionen
f(t) = acos(wot) + bsin(wpt)

fiir beliebige a,b € R Losungen von (.6.2)). Sind alle Losungen von (5.6.2) von
dieser Form?

iv) Beim mehrstufigen radioaktiven Zerfall eines Substanz s; in die stabile Sub-
stanz s, iber Zwischenstufen so,...,s,_1 mit Massen f;(¢) und Zerfallsraten
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a; > 0 erhalten wir das System von Differentialgleichungen

fi = —aifi,
fo=a1fi — asfo,

(5.6.3)
fn = an—lfn—1~
Mit der Notation
—oy
f o
F=Ft)=|:|:RoRr", a=| "
fn o —Qne1
0 Qp—1 0
kénnen wir (2.6.3)) in der Form schreiben
F = AF. (5.6.4)
analog zu (B.G.T]).
v) Fithren wir im Fall (56.2) die Funktion
F= (;) : R — R?

ein, so ldsst sich auch diese Gleichung in der Form (5.6.4]) schreiben mit

-0 (%) )
1= (% o)

Definition 5.6.1. Die Gleichung ist die Standardform eines homoge-
nen Systems linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten.

WO

Satz 5.6.1. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir (5.6.4])) Sei A eine
n X n-Matriz mit Koeffizienten in R (oder C), Fy € R™ (oder C™). Dann
besitzt das Anfangswertproblem

dF

— = AF, F(0) = F 6.
= , F(0) 0 (5.6.5)

genau eine Losung F € C*(R;R") (bzw. C*(R; C")).

cost

Beispiel 5.6.2. Insbesondere ist die Funktion F(t) = (_ sint

) die einzige

Losung des Anfangswertproblems

F= (_01 (1)) F, F(0)= (é) : (5.6.6)
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Somit ist auch f(t) = cost die einzige Losung des Anfangswertproblems
F+f=0, f0)=1, f(0)=0, (5.6.7)

denn jede Losung f von (G.7) induziert eine Losung F' = (;) von (B.6.6]).

Beweis von Satz[5.6.1. i) (Eindeutigkeit.) Es seien F, G € C'(R; R") Losun-
gen von (B.6.0]). Dann 16st die Funktion

H=F—-GecCYR;R")
die Gleichung

dH dF dG
E_E_E_AF_AG_AH
mit Anfangswert
H(0) =0.

Betrachte die Hilfsfunktion n mit
n(t) = [H®)* = Y [Hi(#)]*, teR,
i=1

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gemss Satz 2.4.1] folgt

dt dt
< Cy|H> = Cin, 1(0) = 0.

=2 ) =2t am) <21 |

Somit gilt
d oy dn —Cit
il 1 — (2 1t <
gl ) (dt Can)em " <0,
und Korollar B2.T1ii) ergibt
e~ “iin(t) < e 9 9(0) =0, Vt>0.
D.h. n(t) = 0 und somit auch H(t) = 0, ¥t > 0; analog fiir ¢t < 0.

ii) (Existenz.) Analog zu Beispiel B.6.1lii) machen wir fiir die Losung von (B.6.5)
den Ansatz
F(t) = Exp(At)Fy, tE€R,
wobei die Reihe (mit AY = id)
— AFtk
Exp(At) = S
k=0

in jeder Matrix-Norm analog zu Beispiel fiir beliebige ¢t € R konvergiert.
Weiter gilt analog zu Beispiel B.43li), dass Faxp(At) € C1(R; R™*™) mit

iExp(At) = i d (Aktk) = AEzp(At);

dt dt\" k!
k=0
d.h.
dF
—— = AF, F(0)= Exp(A-0)F, = Fp,
dt ———

=id
wie gewiinscht. O
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Definition 5.6.2. Die Matriz-wertige Funktion
. dd .
t— ®(t) = Exp(At) mit o= Ad®, ®(0) =id
heisst Fundamentalldsung von ([5.6.4) oder [5.6.3).

Bemerkung 5.6.1. i) Fiir invertierbares A ist die Definition A° = id offenbar
sinnvoll. Eine beliebige Matrix A kann man durch invertierbare Matrizen ap-
proximieren, was die Vereinbarung A° = id fiir beliebige Matrizen rechtfertigt.

ii) Ohne Vorbereitung kann man ®(t) = Exp(At) nur mit Miithe berechnen.
Falls man jedoch durch eine lineare Transformation 7': R™ — R"™ die Matrix A

in Diagonalform
A1

TAT ! = o . o= A
An
bringen kann, so ldsst sich diese Rechnung wesentlich vereinfachen. Es gilt

namlich

(TAT Yr = TAT'TAT' .. . TAT ' = TAFT™!, ke Ny,

also auch
ert 0
T - Exp(A)T ™' = Exp(T AT 't) = Exp(At) = ,
0 et
und wir erhalten
o(t)y=T"" T

iii) Falls insbesondere (B.G.4)) die dquivalente Form ist fiir eine skalare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung

O da, o fO 4 g f=0 (5.6.8)
mit
/
f )
F= ) € C'(R,R"),
f(n.—l)

so erwarten wir, dass f eine Linearkombination von Funktionen der Form e*i

ist. Der Exponentialansatz f(t) = e fiir eine Losung von (5.6.8) fiihrt auf
die Gleichung
()\n + an,l)\"_l + -+ ao)e’\t =0;
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d.h. die Koeffizienten \; sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
PAA) = A"+ an 1 A" 4 4 ag

von (5.6.8).

Beispiel 5.6.3. i) Betrachte die Gleichung
f@ 3@ paof=o. (5.6.9)
Das charakteristische Polynom lautet
p(A) = AT —3A7 4+ 2=\ - 1)(\? - 2).

Es hat die Nullstellen
Mo ==+1, Agq=+V2

Folglich ldsst die allgemeine Losung von (5.6.9)) sich in der Form darstellen
f(t) = ae’ +be ! + ceV? 4 de= V2,

Durch Vorgabe von F(0) = (f(0),..., f(3)(0))t ist f gemiiss Satz[5.6.2] eindeutig
bestimmt, und man kann die Konstanten a, . .., d aus den vorgegebenen Werten
fiir £(0),... £ (0) bestimmen.

ii) Die Differentialgleichung (5.6.2)) hat das charakteristische Polynom
p(Y) =M +wj

mit den Nullstellen \; 5 = +iwp. Die allgemeine Losung f € C'(RR; C) hat die
Gestalt ‘ A
f(t) = ae™°t 4 be7 0t t € R,

wobei a,b € C durch die Anfangsbedingungen
F0)=fo, f(0)=h

bestimmt sind. Da die Koeffizienten von (5.6.2)) reell sind, sind mit f € C*(RR; ©)
auch die Funktionen Re(f), Im(f) € C*(R;R) Losungen; d.h. die allgemeine
reelle Losung f € C1(R;R) hat die Gestalt

f(t) = acos(wot) + bsin(wot), t € R, (5.6.10)

wobei a,b € R. Sind dies alle Losungen? Was kann man aussagen im Fall von
mehrfachen Nullstellen A\ = --- = g von p?

Satz 5.6.2. i) Der Ldsungsraum

F
X ={F € C*(R;R"™); Cil—t = AF}

von fir eine reelle nxn-Matriz A ist ein n-dimensionaler R- Vektorraum.

ii) Analog ist fiir eine n x n-Matrix A mit Koeffizienten in C der Lisungsraum

- F
X = {F € C'(R, C"); C;—t — AF}

von ein n-dimensionaler C-Vektorraum.
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Beweis. Dem Beweis liegt die einfache Idee zugrunde, dass die Abbildung Fy —
®(t)Fy € X eine injektive lineare Abbildung von R" in den Raum C'(R;R")
ist, ein “linearer Isomorphismus”, dessen Bild wiederum ein Vektorraum der
Dimension 7 ist.

Seien Fi, Fy € X, a1,a2 € R. Dann gilt das “Superpositionsprinzip”

d(a1F1 + a2F2)

T = a1 AF) + as AF; = A(a1F1 + axFy);
d.h. F=a1F) +axFs € X, und X ist ein Vektorraum.

Die Lésungen F; € C'(R,R") von (5.64) mit F;(0) = e;, 1 < i < n, sind
linear unabhingig, da die Vektoren F;(0) es sind; also gilt dimrX > n. Sind
andererseits F1,..., F,11 € X, so gibt es (a;)1<i<n+1 € R"T1\{0} mit

n+1

= ZaiFi(O) =0eR"
=1

n+1
Die Funktion F' = E a;F; € X 16st somit das Anfangswertproblem (5.6.5) mit
Fy = 0. Mit Satz IZ)ZZEI folgt F' = 0; d.h. dimrX < n. Analog in C. O
Korollar 5.6.1. Seien ag,...,an—1 € R (oder C). Der Ldsungsraum wvon

(Z68)
Z={feC"R); f™ +an_1f"V+...4a0f =0}

ist ein n-dimensonaler R-Vektorraum (oder C-VR).

Beweis. Sei (5.6.4) das zu (56.8) dquivalente System erster Ordnung, X der
zugehorige Losungsraum nach Satz Die Abbildung

ZafesF=(ff, .. foNex
ist ein linerarer Isomorphismus. O

Beispiel 5.6.4. Der R-Losungsraum von (5.6.2) ist 2-dimensional; die Losun-
gen f1(t) = cos(wot), f2(t) = sin(wpt) sind linear unabhingig; also ist jede

Losung von (5.6.2) von der Form (G.6.10).

Mehrfache Nullstellen Seien ag,...,a,-1 € R oder C. Mit D = % gilt

F dan 1 fOY 4 agf = p(D)f, G6R)

wobei
pA) = A"+ a, AT+ g
das charakteristische Polynom von (0.6.8])). Gemiss Satz [(.5.4] gilt

l

) = [T = 2™

i=1



5.6. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 109
wobei A1,..., A\ € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von p bezeichnen
und myq,...,m; € N deren Vielfachheit; d.h.

l

p(D) = [[(D = X -id)™.
=1

Beispiel 5.6.5. Die Gleichung

f=2f+f=0 (5.6.11)
hat das charakteristische Polynom

pAN) =22 =22 +1=(\—-1)>2
Es gilt

p(D)f = (D —id)*f = (D —id)(f = f) = f —2f + .

!
Satz 5.6.3. Seip(\) = [T (A—=Xi)™ mit \; # \; (¢ # j). Dann ist jede Losung
=1

1=
der zugehorigen Differentialgleichung (B.6.8]) darstellbar als Linearkombination
der n linear unabhdngigen Funktionen

fi@) =theM, 1<i<l, 0<k <m,.

Beispiel 5.6.6. i) Jede Losung f der Differentialgleichung (B.6.1T]) ist also von
der Form

f(t) = (a+bt)e', teR,
wobei a,b € R.
ii) Allgemein haben wir folgende Fille fiir die Differentialgleichung
FH+20f+wif=0 (5.6.12)
mit dem charakteristischen Polynom

p(A) = A% + 20\ + wj

und den (im allgemeinen komplexen) Nullstellen

P VT N )

a) 6% > w2 (“superkritische Dampfung”) Die allgemeine Losung von (5.6.12)
hat die Form

f(t) = Cle(uié)t + 026*(H+5)t — e(p«fé)t(cl + 02672/’“),

wobei p = /0% —w < 6, c1,¢3 € R.
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c1 + CQG_QP’t

Cl_ .....................................................

Cq1 + Cco 4

b) 62 = w3 (“kritische Démpfung”) Die allgemeine Losung ist
f(t) = cre™% + cate ™0 = (¢1 + cot)e ™.

Die Losungen in den Fillen a) und b) sind also stets exponentiell abfallend mit
hochstens ener Nullstelle (Stossddmpfertest).

¢) 62 < w (“sub-kritische Démpfung”) Schreibe A\; o = —& + iu, wobei wir
diesmal p = /w? — 62 > 0 setzen. Die allgemeine Losung von (5.6.12) in C
lautet

F(t) = e (cre™t 4 cpem ),
wobei ¢1 2 € C. Falls f = f reell, so folgt
creMt 4 coeT = re M 4 GretHt:
d.h. ¢y =¢ =a+1b, co =a —ib, und
f(t) = e % (2a cos(ut) — 2bsin(ut))

beschreibt eine geddmpfte Schwingung.

Wir kommen nun zum
Beweis von Satz[5.6.3. i) Fir g € C™(R), A € C gilt
(D — Xid)(qe™) = geM.
Mit Induktion erhalten wir
(D — Xid)™(qeM) = ¢™eM m e N.
Es folgt
d'rnitk At

D — Nid)™ (t"eMt) = =0
( W)™ (the) = — e

falls £ < m;, und somit

p(D)fix = H(D = Aj ud)™ ((D - )\i)mifik) =0, 1<i<l, 0<k<m,.
J#i
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f@t)

Beachte, dass die Reihenfolge der Operatoren (D — X;) und (D — A;) bei dieser
Rechnung offenbar keine Rolle spielt.

ii) Zum Beweis der linearen Unabhingigkeit der Funktionen f;; seien b;, € C

mit Y bk fir = 0, wobei b;x, # 0 fiir (mindestens) ein Paar von Indices ig, ko.
ik

OBdA sei kg so gewihlt, dass k = ko maximal ist mit der Eigenschaft b;,; # 0.

Gemaiss Teil i) gelten die Gleichungen

LT = 2™ > binfix =0, (D= Xi))* > fir =0.

i#ig i#i0,k k<ko

Die Rechnung
0=J[@-x)™(D- N, szkfzk

iio

= H (D - )\’)ml (D - )‘7/0) °b iokofioko = H (D - /\i)mibiokoDkOtkOG)\ of
i#io i1

= JT(D = X)™bigrokoleXo! = bigroko! T] (Nig = Ai)™ #0,
i#ig i#i0

liefert nun den gewiinschten Widerspruch. Die n Funktionen f;; sind also linear
unabhéngig.

O

5.7 Inhomogene Differentialgleichungen

Bisher haben wir nur homogene lineare Differentialgleichungen betrachtet. Sehr
oft treten jedoch auch Zusatzterme in den Gleichungen auf.

Beispiel 5.7.1. i) Ein geddmpftes Federpendel wird mit der periodischen Kraft
b(t) = bo cos(wt) mit der Frequenz w > 0 angetrieben. Mit dem Newtonschem
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und Hookeschem Gesetz folgt die Gleichung
mf=—Kf—df +b.
Schreiben wir wieder w? = % und setzen wir 26 = %, Bo = %‘3 so erhalten wir
f426f 4 wif = By cos(wt). (5.7.1)

Als partikulidre Losung dieser Gleichung erwarten wir eine Schwingung mit
derselben Frequenz w. Am leichtesten gelingt die Rechnung im Komplexen.

Fiir eine Losung f € C?(R; C) der Gleichung
F+20f +wif = Boe™t (5.7.2)

machen wir den Ansatz
f(t) =ce™t teR,

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € C. Einsetzen in (5.72) ergibt
(((w% — w?) + 2idw)c — Bo)em =0

als Bestimmungsgleichung fiir ¢. Falls w # wq, oder falls 6 > 0, kann diese
Gleichung nach c¢ aufgelést werden, und wir erhalten

Bo
(wg — w?) + 2idw’

CcC =

Schreiben wir

1 wi — w? — 2idw
Wl —w?+2i0w (Wi —w?)2+452w2

so konnen wir

als “Resonanzamplitude” und

—20w
p= arctan<m> €] —m,0].

als “Phasenverschiebung” gegeniiber der von aussen wirkenden Kraft deuten.
Schliesslich liefert

fpa'rt(t) = 50Rei(Wt+¢), t e R,
die gesuchte partikulidre Losung von (.7.2), bzw.
Fpart(t) = Re(fpart(t)) = BoRcos(wt + @), t€R

die gesuchte partikulire Losung von (B7.1)).



5.7. INHOMOGENE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 113

i P w=0
e'?
w = Wo
Abbildung 5.1: Phasenwinkel ¢ Abbildung 5.2: Resonanzampli-
tude R
ii) Eine partikulire Losung der Gleichung
FH20f+wif=1 (5.7.3)

kann man ebenfalls leicht erraten. Die “Kraft” der Grosse 1 suf der rechten Seite
von (BZ3) fiihrt zu einer Verschicbung der Ruhelage des Pendels um —; d.h.
0

neu entspricht die stationére (zeitunabhéngige) Losung

fpart(t) = 5 te IR7

&l =

dem Pendelgleichgewicht.

iii) Kommen beide Effekte aus i) und ii) zusammen, so ergibt dies die Gleichung

f+20f +wif =1+ Boe™. (5.7.4)

Nach dem Superpositionsprinzip ergéinzen sich die oben bestimmten parti-
kuldren Losungen von (B72) und (B73) zu einer partikuldren Losung

von (B.7.4)), wobei ¢ € € wie in i) gewéhlt wird.

Wie findet man Loésungen zu vorgegebenen Anfangswerten? Wie findet man
alle Losungen? — Die Antworten auf diese Fragen formulieren wir wie vorher im
Kontext von Systemen linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung

dF
— =AF+B 5.7.5
g +B, (5.7.5)

wobei B = B(t) € C°(R;R") (oder € C°(R; C")).



114 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

Satz 5.7.1. Sei Fyore € CH(R;R™) eine beliebige (“partikulire”) Losung von
G0, Dann ist jede Lisung F von (B0 von der Form

F = Fyart + Fhom, (5.7.6)

wobei Fyom eine beliebige Lésung der homogenen Gleichung (5.6.4) ist. Insbe-
sondere gibt es zu jedem Fy € R™ stets genau eine Lisung F von (BZH) mit
F(0) = Fy. (Analog in C.)

Beweis. i) Jedes F der Form (E6) lost (B7H). Sind umgekehrt Fy, Fy €
C'(R;R") Losungen von (5.7.5)), so gilt

d(Fy — Fy)
dt

d.h. jede Losung von (B.7.5]) ist von der Gestalt (5.7.6]).

:A(F1 —F2)+B—B:A<F1 —Fg);

ii) Zu vorgegebenen Anfangswerten Fy € R™ sei F},op, die Losung des Anfangs-
wertproblems (B.6.5) mit Fjom (0) = Fy — Fpart(0). Dann 16st F' = Fapt + From
das Anfangswertproblem (.75 mit F'(0) = Fy. Eindeutigkeit der Losung F'
folgt mit i) und Satz 5611 O

Beispiel 5.7.2. i) Radioaktiver Zerfall mit konstanter Zufuhr wird beschrie-
ben durch die Modellgleichung

f=—af +s, (5.7.7)

wobei a, s > 0 gegeben sind. Eine partikuldre Losung ist offenbar die Gleich-
gewichtslosung

S
fpa'rt(t) - a, t S IR

Mit der Darstellung from(t) = ce™®* der allgemeinen Lésung der homogenen
Gleichung aus Beispiel £.6.11ii) erhalten wir die allgemeine Lésung

—at s
fit) =ce " + S

von (B.7.7)), wobei ¢ € R durch f(0) bestimmt wird.
ii) Die (nichtlineare) logistische Gleichung
y = ay — by’

fiir y = y(t) > 0 mit a,b > 0 kann nach Division durch y? auf die Form
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Mit i) folgt die Darstellung

also

y(t)

Ein analoges Resultat gilt fiir allgemeine Differentialgleichungen vom “Bernoulli-
Typ”

. N (t — 00).
b/a+ce~® b

y =ay — by, o> 1.

Wie findet man im allgemeinen Fall eine partikulire Losung zu (B.75)?7 Bereits
im Fall A = 0 miissten wir in der Lage sein, zu vorgegebenem B = B(t) €
C°(R;R") die Gleichung % = B zu l6sen. Genau dies leistet die Integration,
der wir uns nun zuwenden wollen.
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Kapitel 6

Integration

6.1 Stammfunktionen

Seien —oo < a < b < oo, f € C%(a,b]).
Definition 6.1.1. Ein F € C'(|a,b|) heisst Stammfunktion zu f, falls gilt

F' = %:f in a, b|.

Beispiel 6.1.1. i) Wegen log'(z) = 1, 2 > 0, ist F(z) = log(z) Stammfunkti-
on zu f(z) =1, x> 0; ebenso F(z) = log(z) + 1, etc.

ii) Wegen arctan’(z) = H% ist die Funktion F(x) = arctan(z)+c, wobei c € R
beliebig, Stammfunktion von f(z) = Tlﬁ

Allgemein ist mit F' auch F'+ ¢ Stammfunktion zu vorgegebenem f, wobei ¢ € R
beliebig. Umgekehrt gilt:

Satz 6.1.1. Sind F1, Fy € C'(Ja,b]) Stammfunktionen zu f € C°(Ja,b]), so gilt
Fl — F2 =ceR.

Beweis. (Fy — F3) = f — f = 0, und die Behauptung folgt mit Korollar
E2.114). O

Sei f € C%Ja,b[) und F € C'(Ja,b]) eine Stammfunktion zu f.

Definition 6.1.2. Fiir a < xg < x < b heisst
| 1 = F@) - Fla)

das Integral von f dber [zg, z].

117
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Bemerkung 6.1.1. i) Wegen Satz[6.1.]ist die Definition unabhéingig von der
Wahl der Stammfunktion.

ii) Das unbestimmte Integral [ f(£)d¢ (ohne Grenzen) ist eine praktische

und suggestive Notation fiir “die” Stammfunktion von f.

Aus den Beispielen des Abschnitts 5 ergeben sich sofort Stammfunktionen fiir
eine Reihe von elementaren Funktionen wie in der folgenden Tabelle:

f J f(&) dg
¥ a# -1 ”f;:ll
r! log(x)
exp(z) exp(x)
cos(z) sin(z)
\/137 arcsin(x)
H—% arctan(x)

Das Auffinden einer Stammfunktion -und damit die Integration- ist also eine
“Umkehrung” der Differentiation (Englisch: “Anti-differential”).

Weiter ergeben die Regeln des Abschnitts 5 unmittelbar die folgenden Regeln.
Satz 6.1.2. i) (Linearitit.) Seien f,g € C°(a,b]) mit Stammfunktionen

F,G € C*(Ja,b]), und seien a, 8 € R. Dann ist oF + G € C'(Ja,b]) Stamm-
funktion zu af + Bg; d.h.

/(af+ﬂg) d:vza/f da:+ﬁ/gd:c.

ii) (Partielle Integration.) Seien u,v € Cl(]a,b[), und es existiere eine
Stammfunktion F zu f = w' € C°(Ja,b]). Dann besitzt die Funktion u'v €
C°(Ja,b]) die Stammfunktion

/u'v dw:uv—/uv’ dz.

Beweis. Summen- und Produktregel gemiiss Satz ergeben
i) (aF + BG) = aF + BG' = af + B
ii) (wv—F) =vv+uw' — F' =u'v.

=0
O

Beispiel 6.1.2. i) Sei p(z) = apz™ + -+ + a1 + ag. Mit Satz BEI21) und
[a¥ dr =2 folgt

/pd$:%wn+l+"'+aox.
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ii) Seien u(z) = z, v(z) = log(z) mit w'(z) = -1 =1, z > 0. Mit Satz

6.1.21ii) folgt
/log(x) dr = /u'v dr = xlog(x) — /uv' dx

= zlog(x) — / 1 dz = zlog(z) — z.

iii) Nach k-facher partieller Integration erhalten wir

/xk e " dr = —zFe ™ + k/xk7167“3 dx
~—

= —zFe™® — kP le " + k(k—1) /Ik7267x dx

k
k! .
:...:—Zﬁxle_’“—i—k!/e_g” dz .
=1

——

—e—x

Mit Beispiel 523 folgt die Identitét

D(k+1):= lim [ z"e®de=k, keN.

Satz 6.1.3. (Monotonie) Seien f,g € C°(Ja,b]) mit Stammfunktionen F,G €
C(Ja,b]), und sei f < g. Dann gilt fir a < xo < x1 < b:

/ fdxg/ g dz.
o xo

Beweis. OBdA f = 0. (Betrachte § = g — f > 0 und benutze Satz [1.2li).)
Mit Korollar (.2.71ii) folgt aus G’ = % = g > 0 und Definition

/zlgdx:G(xl)—G(xo)ZOz/mlfdm.

0

Beispiel 6.1.3. i) Da fiir 0 < x < /2 gilt

sin®(z) — sin* ™ (z) = sin®(x)(1 — sin(z)) > 0, Vk € Ny,
—— ————
>0 >0

erhalten wir mit Satz [6.1.3] die Ungleichung

/2 /2
/ sin* 1 (z) do < / sin®(x) dr, Vk € N.
0 0
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ii) Mit partieller Integration gilt andererseits

/2 w/2
/ sin**t(z) do = / sin(z)  sin®(z) do
0 0 N——

=5 (= cos())

/2 m/2
+k/ cos?(z) sin® ! (z) da
=0 0 N—_——

=1—sin?(x)

7r2
_k/ da:—k/ in" ™ (z) dx, Vke€N;

= — cos(x) sin®(z) :

d.h.

/2 k /2
/0 sin**t(z) do = m/o sin*~!(z) dx, Vk € N.

Iterativ erhalten wir so die Gleichungen

/2 on—1 2n—3 1 [™? (2n)! =
:.2n :

5 dr = . R 1dp = =22 .2

/0 s (@) dr = =5 = 5 2/0 YT @l 2
/2 on  2m—2 2 [7/? (27n!)2
in?"t(2) do = . L2 i dr = ="/ .
/0 s ) de = o e T 3/0 sin(e) dr = 5 =

=— cos( z)|7r/2_1

Mit i) folgt

(2"n!)? < @n)! 7 < (2"~ (n —1)!)? _ 1 (2"n)?
Cn+1)! — 22 2~  (2n-1)! 2n (2n)!
oder
(2mn)t 2 o< 3(27%!)4
@n)2 2n+1 =" = 2n (2n))2
und somit

1 /2%"(n!)?\2
7= lim 7<ﬂ> (Wallissches Produkt).

n—oon \ (2n)!

Einige Werte des Néherungsausdrucks:

4, n=1,
1/227(n)2\2  [3.221..., n =10,
E( (2n)! ) ©)3.157..., n=50,

3.149..., n = 100.

Satz 6.1.4. (Gebietsadditivitit des Integrals) Sei f € C%(a,b]) mit
Stammfunktion F € C'(Ja,b]), und seien a < xg < z1 < x9 < b. Dann gilt

/ (@) dx+/:2 (@) do = / (@) da
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Beweis. Gemaiss Definition ist die linke Seite gegeben durch
(F(21) = F(z0)) + (F(z2) — F(21)) = F(x2) — F(x0),

was genau der rechten Seite entspricht. O

Beispiel 6.1.4. (Stirlingsche Formel) Fiir n € N gilt

log(n!) Z log(k

Da F(x) = xlog(r) — « geméss Beispiel B.1.2lii) Stammfunktion von f(x) =
log(x), erhalten wir zudem fiir jedes k € N

k+1/2 k+1/2
log(x) dx = (zlog(x) — .
[, teste) de = logte) ) 17

Entwickeln wir geméss Bemerkung [£.5.7] so folgt

1 1

(k£ )log(kj: ) (kii) =
_ (kil)(mg(k)ii L)y -zl (6.1.1)
2 2k 8k2 K 2
1 1.
= klog(k) — k + 3 log(k) + % + 55,
it 1 1 1 1
+ == + +
5] < g Ist] =i = 56 - )| <
also
k+1/2

/ log(z) dax =log(k) — ry

k—1/2
mit 5

el < [sif| + s | < 155 kEN. (6.1.2)
Mit Satz erhalten wir

k+1/2
log(n!) / log(z) dz + rk)
Z k—1/2

n+1/2 3/2
= / log(x) dx + Z TR — / log(z) dx.
1

Einsetzen von (611 liefert

1 1
log(n!) = (n+ 5) log(n) —n + n +st+1

n 3/2
+ Zrk - / log(z) dx
k=2 1

1
= (n+ 5) log(n) — n + an,
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wobei wegen (6.1.2)) die Folge (a,,) konvergiert. Sei a = lim a,. Exponenzieren
n—oo

ergibt
n! =+/n-n"e "ein
mit
by =¢e" = b=¢c" (n— o0).

Uberraschenderweise kann man b bestimmen, da gemiss Satz [3.3.2 und Beispiel
B3l gilt

2 nle™ \2 /1/2n22"np?"
b:limbnzlim—"zlim( )( )
n— oo n—oo by, n— 00 \/ﬁn" (277,)!62”

2 22n | 2
= lim 1/—7@) = V2.
n—oo V' n (2n)!

Wir erhalten somit die Naherungsformel

n!~V2mn-n"e ".

Satz 6.1.5. (Substitutionsregel) Seien f,g € Ct(]a,b]). Dann gilt fir a <

To < 11 < b
1 g(ml) G
=/ f'(y) dy.
g

/ ) ) ,

Beweis. Mit der Kettenregel (Satz E.1.3)

(fog)(z) = f'(g(z))g (x)

folgt die Behauptung unmittelbar aus Definition [6.1.2] O

Bemerkung 6.1.2. Wir kénnen formal in Satz [6.I.5] die Variable y = g(x)
“substituieren” mit “dy = ¢'(z) dx”.

Beispiel 6.1.5. i)

2 5
T (y=1+z?) 1/ dy 5
7dx = — _— =
/0 V1 + 22 2 )1 VU vy

y=1

! —142?) 1 [Pdy 1 2 log 2
/ T g vtE )7/ —y:flog(y)’ — 082
0 1Y

14+ 22 2 2 y=1 2
iii)
o 4 ) —cos(e) do
/ cos?(¢) do (=sin(@) / V1—2z2 dx
—/2 -1 ~—

=+/1—sin?($)=cos(¢)
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Andererseits folgt nach partieller Integration (mit u = sin ¢, v = cos ¢)

/2 /77/2 2(¢) d¢
+ sin
p=—7/2 —m/2

- /W/2 (1—cos?(¢)) dp = — /M2 cos®(¢) do;

w/2
/ cos? (¢) do = sin(¢) cos()

—m/2

—m/2 —7/2
d.h.
1 /2
/ V1-—2a2 dx:/ cos?(p) dp = /2.
-1 —m/2
iv)

xr1 ./ —o(z 9(931) d ( 1)
/ () , w=g >>/ dy =10g(y)’g @ :1Og<g(1'1))
o

g(m) g(zo) Y y=g(wo)
fir 0 < g € C'(Ja,b]), a < g < z1 < b.
v) Insbesondere konnen wir nun das Anfangswertproblem
ff=af, f(0)=fo>0 (6.1.3)

auch fiir eine zeitabhiingige Funktion a = a(z) € C°(R) mit Stammfunktion
losen. Solange f(x) > 0, gilt

I
!

und Beispiel iv) liefert

g (el = [ de= [ ate) ac

a (“Separation der Variablen”),

d.h.

analog zu Beispiel B.6.11ii).

vi) Die zu (6.1.3) gehorige inhomogene Gleichung

f=af+b (6.1.4)

mit a,b € C°(R) kann man nun ebenfalls 16sen. Fiir eine partikulire Losung
von (G.I4) machen wir den Ansatz

t

ft) = / b(s) el o) 47 gg

0 . (6.1.5)

_ ef(f a(T) dT/ b(S) e~ Jg a(r) dr dS,
0

sofern die Stammfunktionen existieren. Die rechte Seite in (G5 kann man deu-
ten als Uberlagerung der Impulsantworten der Gleichung (6.1.4]) auf die infinite-
simalen Auslenkungen um den Wert b(s) zu den Zeiten 0 < s < ¢. Andererseits
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erhiilt man denselben Ausdruck auch leicht aus dem Ansatz f(t) = c(t)efo *(7) 47
mit variablem ¢ = ¢(t. Daher trigt die Darstellung (GIE) auch den Namen
Variation-der-Konstanten Formel. Wir verifizieren

d

. t t s
) = a(t) ) + el 20 7 2 ( [ p(s)em i e o as)

=b(t)e~ Jo @) dr
=a(t)f(t) + b(t).
Im Fall a = —a, b = 8 € R erhalten wir

¢
fi) = e_at/o Bet™s ds = e_atg(eo‘t _ 1) — g(l _ et

vgl. Beispiel B.7.211).

vii) Mittels Separation wie in Bespiel v) kann man auch gewisse nichtlineare
Differentialgleichungen l6sen. Beispielsweise geht die Gleichung

y = 2xy?, y(0)=1 (6.1.6)

fiir eine Funktion y = y(x) > 0 nach Separation iiber in die Form

d.h.

Integration unter Beachtung der Anfangsbedingung ergibt nun sofort
1 1y
1——:—/ <7) dr = 12,
y() 0 \Y

1
1— a2
Beachte, dass im Unterschied zu linearen Differentialgleichungen die Losung y
von (6.I1.6) nur fiir |z| < 1 existiert.

also

y(r) =

Partialbruchzerlegung: Mit Hilfe von Satz [6.1.5] kann man die rationalen

Funktionen r(z) = % elementar integrieren.

Beispiel 6.1.6. Das unbestimmte Integral

/ﬂ = artanh(x)

1—22
kann mittels der Zerlegung
1—2>=(1—-2)1+2x)
iiber den Ansatz

1 a b a(l+x)+b(1—x)

17x2_17x+1+:c 1— 22
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mita=>b= % elementar berechnet werden
/ dzx 1/ dzx +1/ dzx 11 (1+x)+
—_— = — [ —— ==1lo c.
-2 2)1-z " 2)1+2 2% _2

Beispiel [6.1.6] lisst sich verallgemeinern mit Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 6.1.6. Seien p,q Polynome in R mit

deg(p) < deg(q) =

und ohne gmeinsame Nullstelle. Sei weiter

l

q(z) =2" + ap_12" '+ +ag = H(x — )™,
]

wobei x1, . .., x; die paarweise verschiedenen Nullstellen x; € C mit Vielfachheit
m; € N bezeichnen. Dann gibt es es genau eine Partialbruchzerlegung

I my
f; ZZ R (6.1.7)

=1 k=1
mit i € C, und fir 1 <i <1 erhalten wir fir k = m;,m;_1,...,1 iterativ

m;

Yik = lim (p—x)(x — )k — Z (L) (6.1.8)

T—x;, THET; q(m) Jht1 T — ZEZ')J

Beweis. i) Eindeutigkeit. Offenbar folgt (L8] aus (617).

ii) Existenz. Mache den Ansatz (GI7) und bringe die rechte Seite auf den
Hauptnenner g(z). Der Zihler ist ein Polynom p vom Grad < n, und

q(z)  q(x)’
Die Gleichung p(z) = p(z) fiir © € R liefert ein System von n Gleichungen fiir
die n Koeffizienten v, € C, 1 <i <[, 1 <k <m;.

Da dieses Gleichungssystem linear ist und nach i) héchstens eine Losung be-
sitzt, folgt die Existenz einer Losung mit der Rangformel.

O

Bemerkung 6.1.3. Da g nach Annahme reell ist, treten wegen der Identitét
l

l
[T =) =a) = [ [~ 7"
i=1 i=1

fir x € R nicht reelle Nullstellen in komplex konjugerten Paaren z;, z;41 = T;
auf mit Vielfachheiten m; = m;,1. Da fiir x € R ebenfalls gilt

I my my P
Y R (M) -y T

=1 k:l =1 k=1
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folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (G.1.1]) dann auch
Ytk = Yiks 1 <k <m;.

Wir kénnen die entsprechenden Terme somit zusammenfassen

Vik L VGrnk Yir(z = 2ig1)* + Yirn (T — )"
(@ —z)"  (z— 21k (@ — z)%(x — @i)*
2Re(vir(x — 75)F
_ 2Re(vin : )), 1<k <m.
|z — @i

Stammfunktionen lassen sich nun wieder elementar angeben.

Beispiel 6.1.7. i) Berechne [ 1%“;4‘ Zerlege dazu

-2 =01-2%)(1+2%) =1 —2)1+2)(1+2?).

Satz und Bemerkung fithren auf die Zerlegung
1 a b c+dx

1—x4_1—x+1+x+1+x2

mit
a = lim -z _ ! —1
el l—xt  (142)(1+22)le=1 4
b 1 14z 1 1
= 11m = e
e—-11—2z% (1-2z)1+22)la=— 4’
1 1 1
d :( — - )1 2
ctdr=(7— 7 -5 1))+
_ 1 _1 1+x2_£
T 1—22 2 1-—22 2
d.h. 1
= — d:
c 5’ 0
Es folgt
/ dz 11 1te +1acta()+
——— = Zlog —— + - arctan )
1—21 4 B1-2"3 ¢

ii) Berechne
3 —2x+1
—— dx.
/ 2 +1 v

-2 +1=g2(*+1) -3z +1.

Polynomdivision liefert

Nach Satz[B.IIlund Bemerkung B.1.3 kann 2 P +1 im Reellen nicht weiter zerlegt
werden. Wir erhalten

/x —2x—|—1 / / / dxr
T dx — —_
2 4+1 2 +1

:? 51 og(1 + %) + arctan(z) + c.
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6.2 Das Riemannsche Integral

Wir wollen nun den Integralbegriff ausdehnen auf eine moglichst grosse Klasse
von Funktionen f: [a,b] — R, wobei —co < a < b < co. Insbesondere wollen
wir zeigen, dass jedes f € C°([a,b]) eine Stammfunktion besitzt.

Ausgangspunkt ist die folgende geometrische Interpretation der Stammfunktion.

Beispiel 6.2.1. i) Sei f = c fiir ein 0 < ¢ € R mit Stammfunktion F(x) = cx,
z € R. Dann stimmt fiir @ < b das Integral

b b b
/ fd:z:z/ cdr =cr

a

=c(b—a)

iiberein mit dem elementargeometrisch definierten Flicheninhalt des Bereiches
zwischen dem Intervall [a,b] und dem Graphen von f.

¢! f(x)

a b

ii) Fir f = ¢ mit ¢ < 0, ¢ € R gilt die Aussage i) analog, sofern wir den
Flacheninhalt “mit der richtigen Orientierung” messen; vgl. spéter.

iii) Falls f(z) = ma fiir ein m € R mit Stammfunktion F(z) = ma?, z € R,

so kénnen wir fiir ¢ < b das Integral

b
1 b 1 1
/ maz dz = —ma® = —mb? — Zma®
o 2 z=a 2 2

ebenfalls interpretieren als den “orientierten Flicheninhalt zwischen [a,b] und

g(f)”.

f(z)

F(x) = Flidcheninhalt
mb

Fiir welche Funktionen f: [a,b] — R kann man den Flicheninhalt zwischen
[a,b] und G(f) messen? - Liefert dies den gewiinschten Integralbegriff?
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f(z)

a b

Definition 6.2.1. i) Eine Funktion f: [a,b] — R heisst Treppenfunktion,
falls fiir eine Zerlegung von I = [a,b] in disjunkte (abgeschlossene, offene, halb-
offene) Teilintervalle I, ..., Ik mit Konstanten c € R gilt

fl@)=c; firzel;, 1<k<K;
d.h.
K
f:ch?XIka
k=1

1, zelg
Xlk(x) = 0 T ¢Ik;

wobei

die charakteristische Funktion von Iy, ist.

K
ii) Das Integral einer Treppenfunktion f = > crxr, : [a,0] = R ist
k=1

» K K
[ (e do= S culnl.
@ k=1 k=1

wobei |I| die Linge von Iy, bezeichnet, 1 <k < K.

I 1> I3

Bemerkung 6.2.1. i) Die konstante Funktion f = ¢, ¢ € R, kann man auch
schreiben in der Form einer Treppenfunktion

K

f:ZCkXIk mit ¢y = ¢, 1 <k <K,
k=1
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wobei I, ..., Ik disjunkte Zerlegung von I = [a, b], und

b K
/fdx:c(b—a):ch\IkL
@ k=1

K
ii) Analog kann man bei einer beliebigen Treppenfunktion f = > cpxr, die
k=1
Zerlegungsintervalle Ij, weiter zerlegen (“verfeinern”), und das Integral #ndert
sich nicht.

Die vorherige Bemerkung ist wichtig fiir den Beweis der folgenden Aussage, die
fiir das Weitere fundamental ist.

Lemma 6.2.1. Sind e, g: [a,b] = R Treppenfunktionen mit e < g, dann gilt

b b
/edxﬁ/gdx.

K L
Beweis. Seiene = > crxr., 9 = Y. dixj, mit disjunkten Intervallen Iy, ..., Ik
k=1 =1
bzw. Ji,...,Jr, wobei

K L
I:[a,b]: UIk:UJl'
k=1 =1

Die Intervalle
Iuy=0LnJ, 1<k<K,1<I<L

sind dann ebenfalls disjunkt mit

L=UIu, Ji=JIn (6.2.1)

und

Aus der Annahme e < g folgt die Ungleichung
e =e(x) <g(x)=d;, Ve ly;

also
cp < dy, falls Ip; # 0. (6.2.2)

Da mit ([G2.) auch gilt

L K
Te) = Nl s 12 =D Tl
=1 k=1
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erhalten wir mit Bemerkung [6.2.1]

b K
/ ed.%‘:ZCkuk‘:ZCk‘fkl‘
@ k=1 k,l

622) L b
< > d |Ikz|=Z\Jz|=/ g du,
ol =1 a

wie gewiinscht. O

Sei f: [a,b] = R beschrénkt; d.h.
Jee RV € [a,b]: |f(z)| <ec

Dann gibt es stets (mindestens) ein Paar von Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R
mit e < f < g, und die folgende Definition ist sinnvoll.

Definition 6.2.2. i) Flir beschrinktes f: [a,b] — R bezeichnen

b b
/ fdx = sup{/ e dz; e Treppenfunktion, e < f},

bzw.
b b
/ fdx = inf{/ g dz; g Treppenfunktion, f < g}

das untere, bzw. obere Riemann-Intergral (R-Integral) von f.

ii) Ein solches f heisst dber [a,b] Riemann-integrabel (R-integrabel), falls

/abfdmz/abfd:v::A.
A::/abfdx

das Riemann-Integral (R-Integral) von f.

In diesem Fall heisst

Bemerkung 6.2.2. i) Lemma [6.2T]liefert fiir jedes beschrinkte f die Unglei-
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/abfdacgff dz.

ii) Eine Funktion f ist R-integrabel genau dann, wenn zu jedem e > 0 Trep-
penfunktionen e, g: [a,b] — R existieren mit e < f < g und

b b
/gd:c—/ e dr <e.

Beweis. i) Fiir Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R mit e < f < g gilt nach

Lemma [6.2.7] , ,
/ e dr S/ g dx;

b b b
/fdx: sup / ed:cg/ g dx,
Ja eSf T\I‘pfkt. a a

und die Behauptung folgt nach Ubergang zum Infimum bzgl. g > f.

chung

also auch

ii) Die Aussage ii) folgt nun unmittelbar aus der Ungleichung

b b O b
/edxﬁ/fdwﬁ/fdxﬁ/gdx

fiir alle Treppenfunktionen e, g: [a,b] > R mit e < f < g.
OJ

Wir kénnen fiir eine grosse Zahl von Funktionen f: [a,b] — R zeigen, dass sie
R-integrabel sind.

Satz 6.2.1. Sei f: [a,b] = R monoton. Dann ist f diber [a,b] R-integrabel.

Beweis. OBdA sei f monoton wachsend, also

fla) < f(@) < fly) < f(b) Va<z<y<b.

Setze
c= sup |f(z)] =max{|f(a)],|f(b)]} < oo.

a<z<b
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Fiir K € N unterteile [a,b] in K disjunkte Teilintervalle I}, mit Endpunkten

b— b—a

ap = a -+ (k—l)K b, = ap, + —— K = QK41
und Lénge
b—a
K K
Dann sind e = Y ¢, 9 = . dixr, mit
k=1 k=1

cr = i}lf Jr, dx = sup fi
k

Iy
Treppenfunktionen mit e < f < g.

Weiter gilt
di = sup [ < f(bk) = flag+1) < inf f = cppn;
I It

also
b b K
/ gdw—/ edx:Z(dk—ck)\IH
a a k 1
S
K Z (di — cx)
k=1
b—a K—1
= dg —c1+ (dp — ¢ )
i ( K —Ci Z k — Chk+1)
<2¢ k=1 <0
<2 b-a -0 (K — o0)
c 00).
- K
Die Behauptung folgt somit aus Bemerkung [6.221ii). O

Satz 6.2.2. Sei f: [a,b] = R stetig. Dann ist f dber [a,b] R-integrabel.

Beweis. Da [a,b] kompakt, ist f nach Satz 23] und BT beschrinkt und
gleichmissig stetig. Zu € > 0 wihle § > 0 mit

e —yl<d=|f(x)— fly)| <e, Va,y € [a,b]. (6.2.3)

Fir K € N mit 2% < § unterteile [a,b] in disjunkte Teilintervalle I mit
Endpunkten
b—a b—a
ag=a+(k—1) K bk:ak‘FT,

und Lénge
b—a

|| = w0 1S

wie in Satz [6.2.1] und setze

cp=inf f<supf=d, 1<k<K.
Iy I



6.2. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL 133

Dann sind
K K
e= eaxn, 9= dixi,
k=1 k=1

Treppenfunktionen mit e < f < g.

Da fiir 1 < k£ < K nach Konstruktion

sup |z —y| = [Ix] <4,
x,y€l}

folgt mit (E23]) auch

dr —cx < sup |f(z) = f(y)| <,

z,yely
und wir konnen abschétzen
b b K K
/ g dx—/ edr = Z(dk — k) |[Ix| < GZ [Tx| = (b —a)e.
@ @ k=1 k=1
Die Behauptung folgt aus Bemerkung [6.2.2ii). O

Das Integral einer Funktion f € C°([a,b]) kann man numerisch bequem appro-
ximieren. Es gilt

Satz 6.2.3. Sei f € C°([a,b]). Dann gilt fiir eine beliebige Folge von Zerlegun-
gen

Kn
I=[a,b] =] I}
k=1
von I in disjunkte Teilintervalle I}, 1 < k < K,,, mit Feinheit

o= sup |I| =0 (n— o0)
1<k<K,

und eine beliebige Auswahl von Punkten x}} € I, 1 < k < K,,, stets
b Kn K, b
[ (X tana) do= 3" @Rl [ £ do (0 o0)
a k=1 k=1 a

Beweis. Zu € > 0 wihle 6 = d(e) > 0 mit ([G23) wie in Satz [2Z2] dazu
ng = ’I'L()(E) € N mit

on <0, Vn > nyg.

Fiir n € IN setze weiter

ch=inff < f(af) <supf=df, 1<k<K.
k I

Wie in Satz [6.2.2] erhalten wir fiir n > ng die Abschitzung

dy —cp < sup |f(z) = f(y)| <€ 1<k <K,
z,yel}
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Definiere die Treppenfunktionen

K, K, K,
€n = ZCZXIQ < fn = Zf(Q:Z)XI,? <gn= ZdZXI;'
k=1 k=1 k=1

Da f gemiss Satz [6:22] R-integrabel ist, konnen wir fiir n > ng(€) abschétzen

b b Kn b b
R, = / f de 7/ (Z f(x;;)X,g) de = / f da 7/ £ dz
a a k=1 a a
b b Kn Ky,
S/ In dx—/ en dx:Z(dZ—cZHIﬁSeZ\[ﬂ:(b—a)e.
@ @ k=1 k=1
Analog erhalten wir R,, > —(b — a)e, und die Behauptung folgt. O

Beispiel 6.2.2. i) Die stetige Funktion f(z) = e*” ist iiber jedes Intervall [a, b]
R-integrabel; eine Stammfunktion ldsst sich jedoch nicht elementar berechnen.

ii) Die Funktion f = xqn,: [0,1] — R ist nicht R-integrabel. Fiir jedes
Intervall I C [0,1] mit |I] > 0 gilt gemiiss Beispiel L.34lii)

[NQ#0#1\Q

und daher
0=ir11ff<supf:1.
I

K L

Fiir Treppenfunktionen e = »_ crxr,, 9 = > dixs,: [0,1] = Rmite < f <g
k=1 =1

folgt

1 n 1 L
/ edx:ch|Ik|§O, / gdx:Zdl|Jl|21;
0 0

k=1 =1

1 1
/fdm§0<1§/fdx.
J0 0

Mit Hilfe von Satz [6.2.3] konnen wir den Wert gewisser endlicher Summen ap-
proximativ berechnen, indem wir sie als “Riemann-Summen” deuten.

also

Beispiel 6.2.3. i) Fiir « > 0 schreibe

n
(0%

kgl . 1 n ko
noetl — p Z(ﬁ)
k=1

und deute % = |I}}| fur eine dquidistante Zerlegung von I = [0, 1] in n disjunkte
Intervalle I, ..., I. Setzen wir nun fiir festes n noch 7’2 =7, 1 <k <n,
und definieren wir f(x) = 2%, = € I, so kénnen wir die Summen deuten als
Riemann-Summen fiir f, und geméss Satz [6.2.3] erhalten wir

>k n
k=1

1 kN (n—oc) ! o 1
notl _gZ(g) - /0:1: dcc—a+1.

k=1
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ii) Analog erhalten wir

n+1 “.+2n

6.3 Integrationsregeln, Hauptsatz

Analog zu Satz [6.1.3] fiir das Rechnen mit Stammfunktionen gilt

Satz 6.3.1. (Monotonie des R-Integrals) Seien f12: [a,b] — R beschrinkt
und R-integrabel mit f1 < fo. Dann gilt

/abf1 dxg/abﬁ da.

Beweis. Jede Treppenfunktion g: [a,b] — R mit fo < g erfiillt auch f; < g;

also
b b b
/fldx:/fldxg/gdx.

Nach Ubergang zum Infimum bzgl. derartiger Treppenfunktionen g > f erhal-

ten wir
b b b
/f1d$§/f2d$=/ fa dz,
a a a

wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.3.1. Mit der Interpretation des Integrals als (orientierter) Flichen-
inhalt ist Satz [6.3.T] auch geometrisch evident.

Satz 6.3.2. (Linearitit des R-Integrals) Seien f, f1, f2: [a,] — R R-
integrabel, und sei « € R. Dann sind die Funktionen af, f1 + fa dber [a,b]

R-integrabel, und
b b
/ (af) dx:a/ f dx,

/ab(f1+f2)dx/abf1 dx+/abf2 da.

Beweis. Die Behauptung gilt offenbar fiir Treppenfunktionen. Der allgemeine
Fall ldsst sich darauf zuriickfiihren.
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i) Sei a > 0. Fiir Treppenfunktionen e, g mit e < f < g gilt ce < af < ag; also

b b
/ (af) dz < inf {/ (ag) dx; g Treppenfunktion, g > f}
a a
=« f:g dx

b b
= ainf {/ g dz; g Treppenfunktion, g > f} = a/ f dx
(f R-int.) b b
= a/ f dxr=asup / e dz; e Treppenfunktion, e < f

b b
= sup { oz/ e dx; e Treppenfunktion, e < f} < / (af) dx
a Ja_

=f:(o<e) dx

Nach Bemerkung [6.2.21) ist die Funktion af daher R-integrabel mit

/ab(af)dx = a/ab fdzx.

Analog fir « = —1 (und damit auch allgemein « < 0).
ii) Fir Treppenfunktionen e;, g; mit e; < f; < g;, i = 1,2 gilt:
ertex<fitfo<gi+g2

und e; + ez, beziehungsweise g1 + g sind Treppenfunktionen. Es folgt:

b b
/ (f1 + f2) dz < inf {/ (91 + g2) dx; g; Treppenfkt., g; > fi, i = 172}
=JJ grda+ [ gada

b
= inf {/ g1 dx; g1 Treppenfunktion, g; > fl}
b
+ inf / g2 dx; go Treppenfunktion, go > fo
b 3 b b
:/f1dx+/f2dm:/f1dx+/f2dx
) Ja_ Ja_
= sup / ey dx; e; Treppenfunktion, e; < f;
b
+ sup / eo dx; eo Treppenfunktion, e < fo
b
= sup / (e1 + e2) dx; e; Treppentkt., e; < f;, i =1,2

b b
S/(f1+f2)dx§/ (1 + fo) da |
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Also ist f1 4+ fo R-integrabel mit

/ab(f1+f2)da:/abfldz+/abf2dz.

Korollar 6.3.1. Fir f € C%([a,b]) gilt

/abfdx

Beweis. Mit £f < [f| < ||fl|co folgt die Behauptung aus Satz und
0.0.2) O

b
s/ 1£1 dz < [ fllgo (b a).

Korollar 6.3.2. Seien f, fr, € C°([a,b]) mit fi e f (k= 00). Dann gilt

/abfkdx—/abfda:

b
S/ |f — f| dx

<(b=-a)llfe = fllgo =0 (k= 00).

Bewets. Unmittelbar aus Satz [6.3.21 und Korollar [6.3.1] O
Geméss Beispiel L.811ii) sind Potenzreihen

o0
p(z) = Z cpa®
k=0

fiir jedes
1

T el
i /lex

r<p=

in B,.(0) gleichmiissig konvergent. Korollar 6.3 2 ergibt somit fiir —p < a <b < p
die Darstellung

b b n b n
_ : k _ k
/a p(x) dx —/a (nlin;o ,},O CrT ) dx = nhﬁngo ’ ,},0 cpr” dx

n b [eS)
= nh—{%o(’;)ck/a zk dl‘) = Z kfi 1(()’erl —akth).

k=0

Korollar 6.3.3. Potenzreihen diirfen im Innern thres Konvergenzkreises glied-
weise integriert werden.
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Beispiel 6.3.1. Fiir 0 < b < 1 erhalten wir

14b 4 1+b d
log(1+b):/ j:/ @
1

1 x 1-(1-2x)
1+b L © > _(1 _ m)k'H 1+b
= 1—=z k) dr = _
[ (e e==m— |
_ i ( 1)kbk+1 _ i ( 1)k71bk
P E+1 P k
d.h., wir erhalten die Taylor-Reihe von log um zy = 1. Beachte, dass nach
Beispiel B0 Tliii) die alternierende Reihe ) (—1)’“_“’% sogar fiir alle 0 < b <1

k=0
konvergiert mit Fehlerabschitzung

(71)k71bk¢ bn+1
< )
k “n+1

n € N.

NE

log(1+b) —

B
Il
A

Grenziibergang b — 1 und anschliessend n — oo liefert die Summenformel

(~1)H!

NE

=log?2

~
Il
-

fiir die alternierende harmonische Reihe.

Satz 6.3.3. (Gebietsadditivitit) Sei f: [a,b] — R R-integrabel iber [a, ],
, bzw. f ‘ | R-integrabel,

[a,z0] [z0,b

/:fdx:/;ofdx—i—/:fdx.

und sei zg € [a,b]. Dann sind die Funktionen f

und es gilt

Beweis. i) Offenbar gilt die Aussage fiir Treppenfunktionen.
ii) Sei f: [a,b] — R R-integrabel. Zu ¢ > 0 wihle Treppenfunktionen e, g mit

e<f<gund
b b
/gdw—/ e dx < €.
a a
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Dann gilt e < f < g auf [a, z¢], bzw. auf [z(,b] und nach i) weiter

(ongdx_/:oed;g)+</£igdm—/£:edx)

>0 >0

b b
:/ gdxf/ e dr < e.

Also ist f iiber [a,zq] sowie iiber [z¢,b] nach Bemerkung [6.2.21ii) R-integrabel.

A::/abfdz—(/jofdz+/xjfdx)
g/abgdz—(/joedx+/:edx)<e;

=fabe dx

Weiter gilt

analog A > —e.
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
O

Aus Satz [6.3.3] folgt nun sofort der “Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung”:

Satz 6.3.4. Sei f € C%([a,b]). Setze
F: x|—>/ fdz, x € ]Ja,b,

Dann gilt F € C(]a,b]) mit F' = f.
Beweis. Fixiere x €]a,b], und wihle € > 0 beliebig. Wéhle § > 0 mit
Vo € [a,b]: |z —xo| <= |f(z) = fzo)] <e.
Sei xg < x < xg + §. Mit Satz folgt:
F(a) = Plao) = [ 1 de
Zo

Schitze ab mittels Korollar

/xfdff(x*xo%f(wo)

0

L w(f(é) — f(=0)) ds‘

0

<lz—zol sup |f(y) — f(zo)| < €|z — o]
ly—zol<d

Es folgt:
F(x) — F(xo)

r — X

sup <e

— f(=o)
ro<z<zo+9d
Analog fiir zo — § < x < xp. O]
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Korollar 6.3.4. Fir Funktionen mit Stammfunktion (“elementar integrierbare
Funktionen”) ist deren R-Integral durch deren Stammfunktion gegeben.

Beweis. Sei f = F' mit F € C'([a,b]). Dann gilt nach Satz 6.3.41

(rw- [ ra)=s-1-0

also wegen Korollar B.2T11)

/; f dz = Fz) - F(a).

6.4 Uneigentliches Riemann-Integral

Sei f: ]a,b[— R iiber jedes kompakte Intervall [c, d] C]a,b] R-integrabel.

Definition 6.4.1. [ heisst diber |a, b] uneigentlich R-integrabel, falls

b d
/a fdx = CL}LI,I%Tb/C f dx

Beispiel 6.4.1. i) Fiir « < —1 existiert

o0 d dotl —1 1
/ % dzr = lim % dr = lim = .
1 d— oo 1 d—oo o+ 1 |Oé| —1

existiert.

ii) Fiir o > —1 existiert

1 1 _ Ca+1 1
/ % dx = lim z% dx = lim = .
0 clo /. clo a—+1 a+1



6.4. UNEIGENTLICHES RIEMANN-INTEGRAL 141

1 oo
/ - =limlog(7), / % lim logd
c 1 X d—00

iii)

existieren nicht.
iv)

/ e tdt= lim(1—e %) =1.
0

d—o0

v) Fiir alle o > 0 existiert

vgl. Beispiel B.1.2}ii).

Die Konvergenz gewisser Reihen lésst sich auf die Konvergenz von uneigentlichen
Integralen zuriickfiihren.

Satz 6.4.1. Sei f: [1,00[— Ry monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
> f(k) genau dann, wenn floo f dx konvergiert, und in diesem Fall gilt
=1

0<S fk) - [ fde<fQ)
>

1

Beweis. Die Treppenfunktionen

z:ko%1ka+ua9—-§:f )X [k k1]
k=1

k=1

erfiillen wegen der Monotonie von f die Ungleichung e < f < g; somit folgt

/edx—ka—i-l:if (1)§/nfdx
1 =1 k=1 1
n—1 n

s/lng dr =3 k) = £(k) - f(n) .

k=1 k=1
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Wir erhalten also

0< f(n) < f(/f)—/lnfdmsf(l)-

k=1
Die Behauptung folgt. O

Beispiel 6.4.2. i) ((s) = > ;L existiert fiir alle s > 1 geméss Satz .41 und
k=1
Beispiel [6.4.11); vgl. Beispiel B.7.41

o0
ii) Die Reihe ) k(loiék)s konvergiert geméss Satz [6.4.7] fiir alle s > 1, da nach
k=2

Beispiel [6.4.111)
< d —logz) [ d
/ T (v=log®) / Y _
o wlog'z log2 Y°

6.5 Differentialgleichungen

Sei f: RxR™ — R" stetig, up € R"™. Gesucht ist eine Losung u € C1([0, T[, R")
der Differentialgleichung

0= % = f(t,u(t), 0<t<T, (6.5.1)

mit Anfangsbedingung
u(0) = up. (6.5.2)

Beispiel 6.5.1. i) Die allgemeine lineare Differentialgleichung (5.6.4)) 14sst sich
in der Form (G.5.I)) schreiben mit f(¢,y) = Ay, y € R™.

ii) Die Form (E5.1]) umfasst aber auch nichtlineare Gleichungen wie in Beispiel
B.72lii) oder inhomogene Gleichungen.

Geometrisch kénnen wir die Losungen u von (G5 als “Integralkurven” des
durch f gegebenen “Richtungsfeldes” deuten.

Beispiel 6.5.2. i) Sein =2, R? = C, f: C — C gegeben durch f(u) = iu,
u € C. Die Losung u € C'(R; ©) von

= f(u) =1du, u(0)=1up

ist u(t) = uge', t € R; sie beschreibt einen Kreis um 0 € € mit Radius |ug].
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&\ f(u)
AN
NE:

ii) Fiir n = 1 fiihrt man mit Vorteil die Zeit t = u" als zusitzliche Variable ein.
Fiir U(t) = (t,u(t)) ergibt (651 die Gleichung

0= () = (s, = FOO)

F(t,u) = (f(tl’u)).

Im Falle f(t,u) = s — au mit Konstanten s,a > 0 erhilt man ein Richtungsfeld,
das sehr schén die Konvergenz jeder Losung u € C(R) der Gleichung

mit

U=s5—au
gegen die Gleichgewichtslosung
S
stat(t) = —
Ustat (t) a

zeigt fiir ¢ — oo; vgl. Beispiel B.7.211).

AN

TSNNSO
7T Z
Y

Fragen Was fiir lineare Differentialgleichungen selbverstandlich war, muss im
allgemeinen Fall des Anfangswertproblems (6.5.0]), ([@5.2) nicht mehr gelten.
Einige Fragen dréngen sich auf:

Q|w

i) Gibt es zu jedem uy € R™ stets eine “lokale” Losung u € C1([0,T];R™) des
Anfangswertproblems (65.1)), (65.2) fiir geniigend kleines T > 07

ii) Ist diese Losung eindeutig durch ihre Anfangswerte bestimmt?
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iii) Kann man sie fiir alle ¢ > 0 fortsetzen?

iv) Was kann man in den Fillen aussagen, wo eine Fortsetzung nicht moglich
ist?

Beispiel 6.5.3. i) Sei n =1, f(u) = u?, up > 0. Nach Separation erhilt man
zu dem Anfangswertproblem

=u? u(0)=up (6.5.3)

die dquivalente Form

mit der eindeutigen Losung

1
t)=—, 0<t<1 .
U() l/uoft’ - < /U()
Beachte, dass u(t) — oo fiir ¢ T 1/up.
A ;
U
% 1
1
w0
ii) Sei n = 1. Das Anfangswertproblem
i =2v/Jul, u(0)=0, (6.5.4)

hat neben der offensichtlichen Losung v = 0 auch die Funktion u(t) = t? als
Losung. Tatséchlich sind alle Funktionen

u(t) = (t = to)2 = (max{0, — to})?

Losungen von ([65.4]), wobei der Parameter tg > 0 beliebig gewihlt werden kann.
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to

Wir miissen also einerseits im allgemeinen damit rechnen, dass Losungen von
E51), E52) in endlicher Zeit “explodieren”; andererseits gilt es, geeignete
zusétzliche Voraussetzungen an f zu finden, welche die Eindeutigkeit der Losun-
gen garantieren.

Satz 6.5.1. (Picard-Lindel6f) Sei f = f(¢,u): RxR™ — R™ stetig und bzgl.
u € R"™ lokal Lipschitz stetig, lokal gleichmdssig in t € R; das heisst, fir alle
ug € R™, alle tg > 0 gibt es 79 > 0, Ty > 0 und eine Konstante L, so dass

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu—v| fiir alle t € By, (to), u,v € Byy(ug). (6.5.5)

Dann gilt

i) Zu jedem ug € R"™ ezistiert ein T = T(up) > 0 und genau eine Lisung
u = u(t;up) € CH([0,T],R™) von 651), ([6.53).

ii) Die Lisung u = u(t;ug) hingt stetig ab von ug im folgenden Sinn: Fir jedes
uy € By /a(ug) sind die zum Anfangswert uy gehorigen Liosungen u(t;uy) €
CY([0,T)) der Gleichung 65.1)) fir 0 <t <T erkldrt, und

”u(t;UO) - u(t§ 7—’41)”01([071-1) S C |U1 = u0| .

wobei T > 0 wie in i) und ro > 0 wie in (G50 zu up und tg = 0 gewdhlt sind.

Beispiel 6.5.4. i) Die Funktion f: R — R mit f(u) = u? ist geméss Beispiel
lokal Lipschitz stetig bzgl. u € R.
ii) Allgemein gilt dies fiir “autonome” f = f(u) € C*(R). Fiir jedes R > 0 und
beliebige u,v € Bgr(0) gibt es ndmlich geméss dem Mittelwertsatz, Satz (211
ein w € Bgr(0) mit

fw) = f(v) = f'(w)(u—v).
Zum Nachweis von ([G5.05]) geniigt es daher,

L= sup |f'(w)]

weEBR(0)
zu setzen.
iii) Die Funktion f: R — R mit f(u) = +/|u| ist nicht Lipschitz stetig bei
ug = 0, da
| (u) = f(O)] 1

= — oo (u—0).

Jul Vul
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iv) Sei f: R x R™ — R™ gegeben durch
Ft,u) = Aft)u + bt

mit stetigen Funktionen A,b. Dann ist die Funktion f lokal in ¢ € R bzgl.
u € R™ sogar gleichméssig Lipschitz stetig. Zu gegebenem T < oo kénnen wir
némlich fiir beliebiges |t| < T' und beliebige u,v € R™ abschitzen

(8 u) = f(0)] <A@ [u = o] < [ Allgo—g.rp v — vl

das heisst, wir erhalten (€.5.5) mit L = || Allco 7 77)-

Den Beweis der Aussage i) von Satz fithren wir zuriick auf ein Fixpunkt-
problem im Funktionenraum C°([0,7T];R") fiir geeignetes T' > 0. Zur Losung
dieses Fixpunktproblems verwenden wir das Kontraktionsprinzip von Stefan
Banach, welches uns spéter auch in anderem Kontext gute Dienste leisten wird.

Sei (X,]|||x) ein Banachraum. (Im Beweis von Satz [6.5.1] werden wir X =
C°([0, T);R™) wihlen.) Eine Teilmene M C X heisst abgeschlossen, falls sie
(folgen-) abgeschlossen ist im Sinne von Satz [£3.5lii), d.h., falls gilt:

V(zg) CM: zp -z (k— o00) = x € M.
Weiter heisst eine Abbildung ®: M — M kontrahierend, falls gilt
g < 1Va,y e M [|0@) — o)l < allz—ylly;
d.h., falls ® Lipschitz stetig ist mit Lipschitz Konstante ¢ < 1.

Satz 6.5.2. (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionsprinzip) Sei
(X, |I-llx) ein Banachraum, M C X abgeschlossen, und sei ®: M — M kon-
trahierend. Dann gibt es genau ein T € M mit ®(T) = T. Zudem gilt fiir jedes
x9 € M und die Folge

z1 = B(xg), ..., Tp = P(@p_1) = --- = ®¥(x9), k€N, (6.5.6)

die Abschitzung
_ 2 _
o — 7l x < q"[leo—Z -

Beweis. i) Wéhle ein zp € M und definiere (zx)ren wie in ([G.5.0). Schitze ab

2k — zrpillx = 1P(xr-1) — @(zr)llx < qller—1 — zxllx

<< lwo—my, kEN.
Fiir [ > k € N folgt so
-1 -1
ok —2illx <D w5 — 2l <D ¢ llwo —llx
=k j=k
< T lzo —z1]|x = 0 (I >k — o0);
—q

d.h. (zk)ken ist Cauchy-Folge in X.
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Da X nach Annahme vollstindig ist, existiert T = hm xr € X; da M abge-

schlossen, gilt T € M. Da ® insbesondere stetig ist, erglbt [EX0) die gewiinschte
Beziehung

T = hm T = hm D(z—1) = (7).
k—o00

Die behauptete Fehlerabschéitzung erhélt man nun mittels
lzx =Tl x = [@(z5-1) = (@) x < qlloe—1 —Tllx <+ < ¢" [lwo — 7|5 -
ii) Zum Beweis der Eindeutigkeit von T seien x,y € M Fixpunkte von ®. Mit

Iz —yllx = 12(z) = 2(W)llx < qllz—vllx
folgt ||z —yllx =0, also z = y.
U

Die Annahme der Abgeschlossenheit von M kann man nicht weiter abschwéchen,
wie das folgende Beispiel [6.5.511) zeigt.

Beispiel 6.5.5. i) Die Abbildung
f:}O,l]er—) €]0, 1]

ist kontrahierend mit der Konstanten ¢ = 1/2, besitzt aber keinen Fixpunkt in
10, 1]. (Die auf das abgeschlossene Intervall [0, 1] stetig fortgesetzte Abbildung
f hingegen hat T = 0 als Fixpunkt.)

ii) Seil <a <2, und sei f: [1,00[— R mit
a

Beachte

a2
insbesondere hat f genau eine Minimalstelle bei = \/a, und wir erhalten
flx)>f(Wa)=+vVa>1firz>1.

Weiter gibt es zu 1 < z < y gemiss Mittelwertsatz, Satz[BE2.1] ein £ €], y[ mit

1)~ @] = £ @)y~ < 3 Iy~ al,

und f ist kontrahierend.

Zudem gilt offenbar 1 < f(z) < a fiir 1 <z < a; also f| [1,a] — [1,qa].

Gemiss Satz [6.5.2] besitzt f einen eindeutig bestimmten lepunkt T € [1,al].

Aus der Gleichung
_ _ 1, a
z=f(T) = §(x+ %)
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folgt
T = i, also T = v/a.
T

Satz [6.5.2 liefert also ein Verfahren zur niherungsweisen Berechnung von /a
fiir jedes a € [1,2]; zudem liefert der Satz die Fehlerabschétzung

1\* 1\*
joe = val < (5) [eo—val < (5) la—1
fiir die gemiiss (6.5.0) bestimmte Folge von Niherungen xy, k € IN.

iii) Die Funktion f: {0,1} — {0,1} mit f(0) =1, f(1) = 0 ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L = 1, hat aber keinen Fizpunkt.

Beweis von Satz[6.5.1l Zu gegebenem uy € R™ existieren nach Vorausset-
zung ro > 0, Tp > 0, L € IR so, dass gilt

[f(t,v) = f(t,w)| < L v —w (6.5.7)
fiir alle ¢t € [0, 7] und alle v, w € By, (ug). Setze

Co:=Lro+ sup [f(t,up)| < 0.

0<t<Ty
Wihle
T = min{T; To i}>0
- 990, 2L
und setze

M ={ueC%0,T;R"); sup |u(t)—uo| <ro}.

0<t<T
Dann ist M abgeschlossen im Banachraum X = C°([0,7]; R™).

Fiir uy € By, /2(uo) definiere die Abbildung ®,,: M — X wie folgt: Zu vorge-
gebenem v = v(t) € M sei @, (v) € C([0,T]; R™) die Funktion mit

(@, (0))(1) = 1 +/O F(s,0(s)) ds, 0<t<T.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Abbildung ®,,, einen Fixpunkt besitzt.
Anschliessend benutzen wir Satz zum Nachweis, dass dieser Fixpunkt die
gesuchte Losung u = u(t;uq) € C1([0,T],R") von ([6.5.0]) mit u(0) = uy ergibt.
Dazu verifizieren wir zunéchst die Voraussetzungen des Satzes

Behauptung 1 Fiir alle u; € B, /2(ug), v € M gilt &, (v) € M.
Beweis. Schitze ab mit Korollar

[(®u, () (t) — uo| < |ur — uo| + /o f(s,v(s)) ds

< r0/2—|—T02uET|f(s,v(s))|, 0<t<T.

Da wegen (657 fiir 0 < s < T weiter gilt
|f(s,0(s))] < |f(s,0(s)) = f(s,u0)| + [ (s, u0)]

<L sup |v(s)—ugl+ sup |f(s,ug)|] < Co,
0<s<T e —  0<s<T
<ro
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folgt mit unserer Wahl von T' < 578~ die Abschétzung
0

| (@0, (v))(t) —uo| <o, 0T,
und ®,, (v) € M wie gewiinscht. 0

Als Vorbereitung zum Nachweis der Kontraktionsbedingung schéitzen wir fiir
alle u1,us € By, /2(uo) und alle v,w € M mit [€5.7) ab

[(®u, (0)) () = (Puy () (1)]
g — g + / (F(s,0(8)) — F(5,w(s))) ds

t (6.5.8)
< Jus — u| —|—L/ lo(s) — w(s)| ds
0
< |ur —u2| + LT [lv = wll o017 -
gleichméssig in 0 <t < T.

Insbesondere erhalten wir nun die gewiinschte Kontraktionseigenschaft.

Behauptung 2 Fiir alle u; € B, 2(uo) ist ®,, : M — M kontrahierend.
Beweis. Bei Wahl von u; = up € B, /2(ug) ergibt sich wegen LT < 1/2 aus

EER) sofort

1
||¢)'U«1 ('U) - cI)ul (w)”CO < 5 ||’U - w”CO ,VU,U) € M;

Wir kénnen nun den Beweis von Satz [6.5.1] vollenden.

i) Da ®,,: M — M kontrahierend, hat ®,, gemiss Satz 652 fiir alle u; €
B, /2(uo) genau einen Fixpunkt u = u(t) € M mit

t
u(t) = uy +/ F(s.u(s)) ds, 0<t<T. (6.5.9)
0
Nach Satz ist u € C1([0, T}; R™), und u erfiillt

a(t) = &

= 2 (0) = f(tu(t), 0<t<T.

Weiter gilt offenbar

w(0) = uq;
also 16st u = u(t;uy) € CL([0,T],R") das Anfangswertproblem (E5.1) mit
u(0) = u;.

Da umgekehrt jede Losung dieses Anfangswertproblems auch (65.9)) erfiillt, folgt
mit Satz [65.2 auch die Eindeutigkeit dieser Losung, und Aussage i) von Satz
6.5.2] ist bewiesen.

ii) Seien v = ®,,(v), w = P,,(w) die Losungen des Anfangswertproblems
E5T) mit v(0) = ug, bzw. w(0) = ug. Mit ([GE5) folgt zunichst

1
v = wlico = 1P, (v) = Puy (W)llgo < Jur — 2] + 5 v = wllgo;
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d.h.
lv—w|lco < 2uy —ugl.

Satz zusammen mit [G.5.7) ergibt weiter fiir 0 < ¢t < T die Abschiitzung
[0(t) —w(t)] = [f(t v(t) = ft, w(t))|
< Lu(t) —w(t)] < Lo — wl| o -
Wir erhalten also
v —wller < v —wollco + Lllv = wllco

=1+ L) [lv—wollgo <2(1 4 L) Jur — ual,

und somit Aussage ii).

Was kann man iiber den Verlauf der Losungen “im Grossen” sagen?

Satz 6.5.3. Sei f: R x R"” — R" wie in Satz[6.5.1, und zu ug € R™ sei u =
u(t;ug) € CL([0,T];R™) die eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertpro-
blems (651), (6:5.2) gemdiss Satz[6 51l Dann gibt es ein mazimales Trpar > T,
so dass u fortgesetzt werden kann zu einer Lésung umaz € CH([0, Thnaz[; IR™) von

(651), (6.53), und entweder gilt
Tmaw = o0,

oder
[tmaz ()] = 00 (t = Tmaz)-

Beweis. Setze

Tynaw = sup{T; 3u € C'([0,T]; R"™) mit (E5.1)), G52}
Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz [6.5.1] stimmen je zwei Losungen u(®
CH([0,T;);R™), i = 1,2, auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich [0, T1]N[0, T%]
iiberein. Somit ist fiir 0 < ¢ < T}p4, die Funktion w4, (t) := u(t) wohldefiniert,
wobei u € C1([0,T]; R™) eine beliebige Losung von ([65.]),([6.5.2)) ist auf einem
Intervall [0, 7] mit T > ¢, und Upgq, 16st @50),[@52) auf [0, T

Nimm an, T}, < co. Falls wir widerspruchsweise annehmen, dass

lim inf |Umeq (t)| < o0,
1 max

so gibt es (tg)ren mit
Ug, = Um,w(tk) — U (]{1 — OO)

fiir ein g € R™. Wéahlen wir im Beweis von Satz die Konstanten ro > 0,
To >0, L € R so, dass ([6.5.7) gilt fiir alle v, w € By, (Up), t € Rmit [t — Thnas| <
Ty, so liefert der Beweis ein von k unabhéngiges T' > 0 und Losungen uy €
C([tk, Trmax + T)) des Anfangswertproblems (6.5.0) mit uy(t) = TUg,, k > ko,
sofern kg € IN so gewihlt ist, dass

tr > Tmae — T, U, € BTO/Q(EO) fiir alle k > k.
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Wegen der Eindeutigkeit der Losung u des Anfangswertproblems (6.5.1) mit
Anfangswert u(ty) = Uy, stimmt uy, fir k > ko auf [tg, Tinaz| iiberein mit w0
Wir kénnen daher w4, durch @y, auf das Intervall [0, Ty,q. + T fortsetzen, im
Widerspruch zur angenommenen Maximalitédt von Th,q;- O

t t i t >

Tmaw -T tg Tmaac Tmaa: +T

Bemerkung 6.5.1. In jedem Fall ist gemiéiss Satz[6.5.3] das maximale Existen-
zintervall [0, Ty der Losung u von (E5.1]),([652) rechtsseitig offen.

Beispiel 6.5.6. i) Sei f(t,u) = A(t)u+ b(t) mit stetigen Koeffizientenfunktio-
nen A € CO(R;R™ "), b € C°(R;R™). Dann besitzt das Anfangswertproblem
EE5T),[E52) fiir jedes ug € R™ eine eindeutig bestimmte “globale” Losung
u=u(t;ug) € CL{R;R").

Beweis. Nimm an, das maximale Existenzintervall [0, T}, 4. [ fiir 4 wéire endlich.
Fixiere ein T > T},,,:- Schitze ab

v f(tv) < sup JA@®)|[v]*+ sup [b(t)] [v] < C(1+]v]?)
0<t<T 0<t<T

fir alle 0 <t < T, v € R". Es folgt

S ) = (- Su)(6) = ult) - 7t u(®) < OO+ Ju(t));

dh.
L log(1 + [u(®)[?) - 20) <0, 0< ¢ < Thnas.

dt
Korollar 5.2.1] ergibt nun fiir alle 0 < ¢t < T),4, die Abschitzung
log (1 + |u(t)|2) < 2Ct + log(1 + |uo|?) ;
insbesondere erhalten wir die gleichméssige Abschétzung
L4 u(B)? < (14 o )T
im Widerspruch zur erwarteten Divergenz
[u@)| = oo (t 1 Tmaa)

geméss Satz [6.5.3) O
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ii) Lorenz-Attraktor. Sei f = f(u): R® — R? gegeben durch

a(ug — uq)
flu) = | buy — ug — ugus
U1Ug — Cus

fiir u = (u1,ug,u3) € R?, mit Konstanten a, b, c € R. Dann gilt

w- f(u) = (a+bujuy — (au? +ud + cud) < Clul*, Vue R

Also sind wie in Beispiel i) die Losungen auf ganz R fortsetzbar.

Speziell fiir die Wahl
a=10, b=28, ¢=8/3

streben alle Losungen fiir ¢ — oo hin zu einem kompakten “Attraktor” K,
wobei das Langzeitverhalten der Bahnen u(t; ug) sehr empfindlich auf kleinste
Variationen des Startwerts ug reagiert. Da nach Satz die Losungen auf
jedem kompakten Zeitintervall stetig vom Anfangswert abhéingen, spricht man
von “deterministischem Chaos”.

Dieses System enstand als einfaches Modell des globalen Klimageschehens; die
Sensitivitdt bzgl. der Daten fithrte zur Bezeichnung “Schmetterlingseffekt”.

Unter der Adresse http://www.scu.org/~bm?733/attractor.html findet man eine
Java-Animation im web.



Kapitel 7

Differentialrechnung im R"

7.1 Partielle Ableitungen und Differential

Wie kann man die Konzepte der Differentialrechnung in einer reellen Variablen
auf Funktionen f: Q C R™ — R erweitern?

Beispiel 7.1.1. Sei f: R? — R gegeben durch
f(:r7y):zey7 z7y€]R'7

und sei (z0,30) € R2. Fassen wir y € R als Parameter einer Schar von Funktio-
nen

fGy): R—=R

auf, so konnen wir f fiir festes y = yo € R “partiell” nach x differentieren und
erhalten so die “partielle Ableitung”

of : f(z,90) — f(z0,y0)
= — = 1
fe(z0,%0) B (0, Y0) i pra——
_ im T e¥o — g e¥o _ ew,
T—xT0 THT0 Tr — X9
ebenso
of
fy(0,%0) = == (w0,y0) = w0 €*°.
Yy ay
Sei Q C R™ offen, z¢ = (23, ...,28) € Q. Allgemein definieren wir:

Definition 7.1.1. Die Funktion f: Q — R heisst an der Stelle xg in Richtung
e;=(0,...,0, 1 ,0,...,0) (bzw. nach 2*) partiell differenzierbar, falls

) i-te Stelle
der Limes

153
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of —f, o f(zo + he;) — f(zo)
Oxt (o) = far (@0) = halc},n}#o h
= hm f(x%)”xa—’_h"xg)_f(x%)7,x677mg)
h—0, h#0 h
existiert.

Notation: Von nun ab ist es zweckmaéssig, die Komponenten des Ortsvektors
x = (2")1<i<n mit hochgestelltem Index zu schreiben. Wir werden bald erken-
nen, welche Vorteile dies bietet.

In einer Raumdimension (n = 1) hat die Differenzierbarkeit der Funktion f
an einer Stelle xy zur Folge, dass f fiir x nahe xg gut durch die affin-lineare
Funktion

z = Ty f(x;20) = f(20) + f'(20)(z — 20)
angendhert wird: Aus

@) = fw)

T—x0, THTo T — X9

= f'(20)

erhalten wir sofort

@) = (Fw0) + (o) (@ — 7))

T—T0, THETo T — X

=0.
Gilt eine vergleichbare Approximationseigenschaft auch fiir n > 17
Beispiel 7.1.2. i) Sei f(z,y) = z €Y wie in Beispiel .TTund sei (z9,yo) € R?
gegeben.
Fiir (z,y) € R? erhalten wir mit Korollar [.2.1]
[, y) = f(zo,y0) = f(z,y) — f(zo,y) + fzo,y) — f(20,y0)

= SHew e =0+ %(:xo,n)(y ~ 10)
= %(Sﬂo»yoxx —x0) + %(wo,yo)(y — o) + R(z,y)

mit geeigneten Zwischenstellen £ = £(y), n und Restterm

Ria,y) = (€W 0) = 50,0 =)+ (5 (o) 5 00,300 (-0
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Wegen der Stetigkeit der Funktionen

O wpy—ev. U ip ) o ev
ax(x7y)_e7 5y(x’y)_xe

koénnen wir den “Fehler” R(x,y) leicht abschétzen

R
|R(z,y)| < sup (|ey—ey°|+\x0||e”—ey°|) 0
|z — 20| + |y — Yol [6—zg|<|z—zq]

n—yol<ly—yol

fiir (Jf,y) — (x07y0)a (a:,y) 7é ('r07y0); dha €5 gﬂt

F(@,y) = f(xo,90) — 5L (w0, y0) (@ — x0) — G (w0, 90) (v — o)
|z — 0| + [y — vol

-0 (7.1.1)

fiir (x,y) — (z0,0), (7,y) # (To,Y0)-

Q,yo)

ii) Sei f: R? — R die Funktion

xgi%;za (z,y) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0).

Offenbar ist f an jeder Stelle (x,%0) € R? partiell nach x und y differenzierbar.
Insbesondere gilt
af _of

5,(0,0)=0 3

f(x,y)={

(0,0).
Jedoch gilt beispielsweise

flz,z) =1+ f(0,0)=0 (xz—0, = #0);

die Funktion f ist also bei (zg,y0) = (0,0) noch nicht einmal stetig; schon gar
nicht kann man die Approximationseigenschaft (_I1]) erwarten.

Definition 7.1.2. Die Funktion f: Q0 — IR heisst an der Stelle xg € ) diffe-
renzierbar, falls eine lineare Abbildung A: R™ — R existiert mit

lim f(x) = f(z0) — Az — x0)

T—T0, THT0 |J3 = J}(]l

=0.

In diesem Fall heisst df (xg) :== A das Differential von f an der Stelle x.
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Bemerkung 7.1.1. i) Insbesondere ist f in diesem Fall stetig an der Stelle z
und es existieren sdmtliche partiellen Ableitungen %(wo) = Ae;, 1 < i < n
die Umkehrung gilt aber nicht (vgl. Beispiel [[L1.2)).

ii) Ist f an der Stelle z differenzierbar, so gilt

df (z0) = (%(mo), . %(xo)).

Notation: Es zeigt sich nun, dass es auch vorteilhaft ist, Zeilen- und Spalten-
1

T

vektoren zu unterscheiden. Schreiben wir namlich x = fiir einen Vektor
xn

z = (2")1<i<n € R" und 4 = (4y,...,A,) fiir die Darstellung einer linearen

Abbildung A: R™ — R beziiglich der Standardbasis, so ist

1 1
n o — Ty

A(I_'TO):ZAi(xi_Ié):(Alw-wAn) :
=1 " _xg,

interpretierbar als Matrixmultiplikation des co-Vektors A = (A44,..., A,) mit
dem Vektor z — xg.

Diese Schreibweise lidt ein zur Einsteinschen Summenkonvention: Uber
doppelt auftretende obere und untere Indizes wird stillschweigend summiert.
Beispiel 7.1.3. i) Jede affin lineare Funktion f(z) = Az + b, x € R", ist an
jeder Stelle o € R™ differenzierbar mit df (zo) = A.

Beweis: f(z) — f(x9) — A(z — z9) =0, Vz,zo € R™

ii) Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen z°: x = (z%)1<j<, — ¢
an jeder Stelle zo € R™ differenzierbar mit

i-te Stelle
. = .
dz'| _ =(0,...,0, "1 ,0,...,0), 1<i<n.
T=Tq
Die Differentiale dz?, ..., dz™ bilden also an jeder Stelle zo € R™ eine Basis des

Raumes
L(R";R) ={A: R" - R; A linear},

wobei wir A € L(R™;IR) mit der Darstellung A = (A4,...,A4,) bzgl. der Stan-

dardbasis ey, ..., e, des R" identifizieren, und mit A; = Ae;, 1 <i < n.
Da offenbar gilt
_ 1. =34
de'ej =< Z ‘7,’
0, i#j,

ist (dz')1<i<n sogar die zur Standardbasis (e;)1<;<n des R" duale Basis von
L(R™;R).

iii) Jedes f € C'(R) besitzt das Differential
df

df (z0) = e

(x0)dz = f'(x0)dx;
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d.h. f'(zp) ist die Darstellung von df (zo) bzgl. der Basis dz von L(R;R).

iv) Die Funktion f(z,y) = ze¥: R? — R ist an jeder Stelle (x9,y0) € R?
gemiiss Beispiel [[LT.2]i) differenzierbar, und es gilt

df (zo,y0) = (%(ony(})’ %(l‘o,yo))-

(Eigentlich miissten wir auch hier und im folgenden (g;)) anstelle von (g, yo)
0

schreiben; dies wire aber doch zu umstéindlich!)

v) Die Funktion aus Beispiel [[LT.2}ii) ist an der Stelle (zo,%0) = (0,0) nicht

differenzierbar.

Was macht den Unterschied aus zwischen den Beispielen [[.T.21i) und ii)?

Definition 7.1.3. Die Funktion f: Q — R heisst von der Klasse C!, f €
CL(Q), falls f an jeder Stelle xo € R™ in jede Richtung e; partiell differenzierbar
ist, und falls die Funktionen x — %(x), 1 <i<n, auf Q stetig sind.

Beispiel 7.1.4. Die Funktion f(z,y) = x ¢¥: R? — R aus Beispiel [[LT.2li) ist
von der Klasse C!, die Funktion aus Beispiel [.I.2lii) nicht.

Satz 7.1.1. Sei f € CY(Q). Dann ist f an jeder Stelle xoy € Q differenzierbar.
Insbesondere ist f auch stetig auf 2.

Beweis. Der Beweis folgt dem Vorgehen in Beispiel [T2i). Fiir z = (2%)1<i<y,
schétze ab mit Satz [5.2.1]

f(@) = fxo) — df (o) (z — m0)
n g - ] -
:;(f(xl’"'7ml’x6ﬂ“”’$8)_f(ml""’xf)v~~-79€3)—aa‘i(xo)(xl_xg))

(0 » 9 o
:Z(&fi(xl’""gl’xgﬂ"“’xg)*aigfi(xo))(f*xé)

i=1

fiir geeignete Punkte ¢! zwischen xf und 2%, 1 < i < n. Wir erhalten somit fiir
x # x¢ die Abschitzung

f(x) = fzxo) — df (xo)(x — x0)

|z — xo]

of of

90 *) ™ g

<n sup

iyt
€T 1130|

z"'—mg|<

und die rechte Seite strebt wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gegen
0 mit x — xg. D.h., f ist an der Stelle x¢ € Q differenzierbar. O

Beispiel 7.1.5. i) Polynome auf R" sind von der Klasse C'. Eine handliche
Notation erhélt man mit Multi-Indices a = (a1,...,a,) € N, indem man
fiir z = (2%)1<i<n € R™ setzt
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Somit kann man ein Polynom p: R™ — R vom Grad N in der Form schreiben

p(z) = Z anx®, x € R",

|| <N

wobel |a| = a1 + -+ + ap.

ii) Rationale Funktionen r = p/q sind von der Klasse C'! auf ihrem natiirlichen
Definitionsbereich = {z; ¢(z) # 0}.

Schliesslich definieren wir fiir beschriinktes, offenes 2 C R"™ analog zu Abschnitt
5 den Raum

Cl(Q) = {f € C'(Q); fund % sind stetig auf Q ergéinzbar, 1 <1i < n}

mit der Norm

of
ox?

Co

1l = fleo + D
i=1

Vollig analog zu Satz 5.4.3] zeigt man, dass C 1(Q) metrisch vollstindig ist bzgl.
der Norm ||| o1; der Raum C*(Q) ist also ein Banachraum.

7.2 Differentiationsregeln

Sei €2 C R™ offen.

Satz 7.2.1. Seien f,g9: Q — R an der Stelle ¢ € Q differenzierbar. Dann sind
auch die Funktionen f+ g und f-g an der Stelle xg differenzierbar, und es gilt

i) d(f + g)(zo) = df (x0) + dg(o),
ii) d(f - g)(z0) = g(z0)df (z0) + f(z0)dg(z0),
sowie -falls g(xo) # 0- auch f/g mit

iii)
I\ () = 9(@0)df (20) — F(@o)dg(zo)
g)@ (9(@0))? |
Beweis. Analog zu Satz O

Satz 7.2.2. (Kettenregel, 1. Version) Sei g: Q — R an der Stelle xy € Q
differenzierbar, und sei f: R — R differenzierbar an der Stelle g(xo). Dann ist
die Funktion fog: Q — R an der Stelle x¢g € Q differenzierbar, und es gilt

d(f o g)(xo) = f'(g(0))dg(x0).
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R R
R" g f
/_\ Flyo
o = 9(z0) o)
fog

Beweis. Fiir x — xg, v € Q, gilt g(z) = g(x). Da f bei g(x¢) differenzierbar,
folgt

flg(x)) = flg(z0)) = f'(9(x0))(9(2) — g(w0)) = Ry (z,20)(9(x) — g(w0))
mit
Ry(z,z0) = 0 (z — z0).
Ebenso gilt
9(x) = g(zo) — dg(xo)(x — o) = Ry(w,0)(x — o)
mit
Ry(z,20) = 0 (z — zo).

Insbesondere erhalten wir C' € R mit
lg(x) — g(z0)| < [dg(xo)(z — x0)| + |Ry(2, x0)(z — x0)| < C |z — 0
fiir x €  nahe xg. Schéitze ab

[(fog)(x) = (fog)(wo) — f'(g(x0))dg(x0)(x — x0)]
=1f(9(z)) — f(g(z0)) — f'(g(z0))(9(z) — 9(0))
+ f'(9(x0)) (9(x) — g(w0) — dg(z0)(x — 20))|
<Ry (x,20)(9(x) — g(z0))| + | £/ (g(z0))| | Ry (2, 0) (x — o)
< C(|Rf(33,xo)| + \Rg(x,xo)\) |z — zo] .

Die Behauptung folgt, da R¢(x,z¢), Ry(x,z0) — 0 fiir x — 0. O

Beispiel 7.2.1. Sei h: RZ2 = R mit
h(z,y) = €e*.

Schreibe h = f o g mit f = exp und g(z,y) = zy. Mittels direkter Rechnung
erhalten wir
dh(z,y) = (ye™, ze™) .

Dasselbe Resultat erhalten wir durch Anwendung von Satz [[L2.2] in der Form

dh(z,y) = f'(9(x,y)) - dg(z,y) = ™ - (y,x) .
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Satz 7.2.3. (Kettenregel, 2. Teil) Sei ) C R™ offen. Sei g: I CR — Q an
der Stelle to € I differenzierbar, und sei f: Q — R an der Stelle xog = g(to) dif-
ferenzierbar. Dann ist die Funktion fog: I — R an der Stelle ty differenzierbar,

und es gilt
d

2 (70 0)(to) = dr(a(t0) L e,

oder -dazu dquivalent-

d(f o g)(to) = df (g9(to)) dg(to)

R" R
R g ;
/\
tO /—\

Bemerkung 7.2.1. Im ersten Fall deuten wir %(to) € R" als “Geschwindig-
keitsvektor” der Kurve t — g(t) zur Zeit tg, auf den die lineare Abbildung
df (g9(to)): R™ — R wirkt. Im zweiten Fall deuten wir dg(to) als Differential der
vektorwertigen Funktion g, d.h. als lineare Abbildung dg(tp): R — R"™, die wir
mit der linearen Abbildung df (g(to)): R™ — R verkniipfen.

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz O
Beispiel 7.2.2. i) Sei f: @ — R differenzierbar an der Stelle 7o € €, und

sei e € R™\{0}. Betrachte die Gerade g(t) = zo + te, t € R, durch z mit
Richtungsvektor ‘é—ﬁt’(to) =e, Vo € R.

Dann ist die Funktion f o g in einer Umgebung von ¢y = 0 definiert, und nach
Satz [[2.3]ist f o g an der Stelle ty = 0 differenzierbar mit

Wir deuten den Ausdruck df (xp)e als Richtungsableitung von f in Richtung
e. Fiir e = e; ergibt sich insbesondere wieder

gjl (w0) = df (xo)es,

in Ubereinstimmung mit Bemerkung [[.1.11
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ii) Sei f: B,(0) € R™ — R differenzierbar, und seien xg,z1 € B,(0). Dann
existiert 0 < < 1 mit

f(x1) = f(z0) = df (z9) (21 — 70),

wobei
=1 —t)xg+tzr, 0<t <1

Beweis: Setze g(t) = x4, 0 < t < 1. Dann ist nach Satz 2] und Satz die
Funktion fog: [0,1] — R stetig und in ]0, 1[ differenzierbar. Geméss Satz [5.2.1]
gibt es ¥ €]0, 1] mit

Fla) — Flwo) = F(9(1) — F(9(0)) = 5 (F 0 9)(9)

= d7(9(9)) %2 () = df (o) (1 — ).

iii) Sei Q C R” offen, f € C*(£2). Dann ist f lokal Lipschitz stetig.
Beweis: Sei zp € Q, dazu r > 0 mit B,(xg) C . Nach ii) gilt mit L =

sup |df (2)]
z€ B, (x0)

|f(y) - f(x)l S L |"1j - yl ’ Vl‘,y € Br($0)~

iv) Sei f(z,y) = 22 + 92, (v,y) € R?, und sei g: R — R? die Kurve

g(t) = ("0”), teR.

sint

Dann gilt
(f o g)(t) = cos®(t) +sin’(t) = 1, Vt € R,
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also p
Z(fog)t)=0, VteR.
Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch mit Satz[[.2.3] denn

L(F o 9)t) = df(9(1) 2 1

—sint
= (22,2 .
(2, 29) (@.y)=g(t) (Cost)
= 2(cost,sint) - (C(S)lsntt) =0, VteR.

Integrale mit Parametern. Sei h = h(s,t): R? — R stetig und bzgl. t

partiell differenzierbar mit 2% € C°(IR?). Setze

u(t) = /Ot h(s,t) ds, te€R.

Fragen i) Ist u € C'?

ii) Wie erhélt man in diesem Fall @?
Deute u = f o g mit
fag) = [ hlssy) ds: B2 5 R,
0

g(t) = (ﬁ) 'R — R

Offenbar ist g € C'(IR,R?), und nach Satz ist f partiell nach x differen-
zierbar mit
of

%(-T,y) - h(l’,y) € OO(Rz)

Behauptung f ist partiell nach y differenzierbar mit

of
dy

Beweis. Fiir festes x € R und yo,y € R gilt

(z,y) = /OI g—Z(s,y) ds € C°(R?).

ﬂmw—fww@:A7Maw—m&m»@
ATZ@MW@%”S

mit Zwischenstellen y(s) zwischen yo und y gemiss Satz 211 Mit Korollar
631 folgt
<]
0

flz,y) — f(z,0) /I oh
0
oh oh

oh oh
7(‘%72/0) ds
Y—1Y0
éTy(S’n) - Fy(s’yO)

@($’y(s)) - (’Ty(s’yO) ds

dy

<z sup =0 (y — vo),

0<s<z,[n—yo|<|y—yol
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da % auf dem kompakten Streifen {(s,y); 0 < s < x; |y —yo| < 1} gemiss

Satz gleichméssig stetig ist.

Ebenso erhilt man die Stetigkeit von %5 aus der Abschétzung

(2.5) — %gm,yo)

T Oh
7(5,:1]) ds
/aco dy

< sup
[s—z0l<1, |y—yol<1

0 0 0 o
<[5 e = G o) + |5 a0 = oo

/010 (g—Z(s,y) - g—Z(s,yo)) ds

oh oh
@(579) - @(S’yO)

of
bz

+

Oh >\ & — o] +
—_— 3, y T — X9 i) Sup
oy 0<s<xo

=0 (z— =z, y—yo) -

O
Satz ergibt somit v € C'! mit
it) = 50 090 = (5L 00), 5 o) F o
(7.2.1)

- (h(at),/ot %(s,t) ds) G) = h(t, 1) +/Ot %(S,t) ds.

Beispiel 7.2.3. i) Sei b € C°(R), und setze an

u(t) = /Ot e*7th(s) ds.

Die Funktion
h(s,t) = e5b(s)

ist stetig, nach ¢t € R partiell differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion

oh s—t _
a(s,t) = —€e"7"b(s) = —h(s,1).

Es folgt, u € C* mit

L on
a(t) = h(t, 1) +/ OR (s 4) ds = b(t) — u;
o Ot
vgl. Beispiel .15l vi) mit a = —1. Beachte, dass
(s, t) =t
die Losung ist des Anfangswertproblems

= —u, u(s)=1.

ii) Analog erhilt man die allgemeine Variation-der-Konstanten Formel fiir
eine partikulire Losung u = u(t) € C'(R; R™) der inhomogenen linearen DGI

a(t) = A(t)u(t) + b(t) (7.2.2)
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mit A € CO(R;R™*"), b € C°(R;R"). Nach Beispiel [B.5.6li) besitzt das An-
fangswertproblem

do )

E(t; s) = At)P(t;s), P(s;s)=1id (7.2.3)
fiir alle s € R eine eindeutige Losung ®(t) = ®(t; s) € CH(R; R™*"). (Fiirn = 1,
A(t) = —1 erhalten wir ®(¢;s) = e*~* fiir alle s,¢ € R.)

Als Ansatz fiir eine Losung von (T22) wihle nun

¢
u(t) = / Bt $)b(s) ds, ¢ € R. (7.2.4)
0
Analog zu i) erhalten wir v € C'(R;R") mit
¢
u(t) = ®(¢;)b(t) —|—/ C;—(f(t; s)b(s) ds
0

T2 4+ aq) /O B(t; 5)b(s) ds = A(t)u(t) +b(t) ,

wie gewiinscht.

Ebenso wie die Darstellung (6.1.3]) einer partikuldren Lésung im Falle n = 1
erhdlt man auch in Dimensionen n > 1 die Losungsformel (Z.Z4]) aus dem
Ansatz u(t) = ®(t;0)c(t) mit variablem ¢ = ¢(t).

7.3 Differentialformen und Vektorfelder

In Abschnitt 6.5 haben wir bereits Funktionen v: £ C R™ — R” als Vektor-
felder gedeutet, wobei wir den Vektor v(z) € R™ fiir jedes x €  als einen von
diesem Punkt ausgehenden Richtungsvektor auffassen, also als ein Element des
Tangentialraums 7,R"™ des R"™ am Punkt z.

Analog kénnen wir auch Abbildungen A: @ € R™ — L(IR™;R) betrachten,
welche jedem x € § eine lineare Abbildung A(z): T,R™ = R™ — R zuordnen.
Bzgl. der Basis dz?, ..., dz"™ von L(IR™;R) schreiben wir

und konnen jedes derartige A so mit einer linearen Abbildung

A=A d): Q5 R
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identifizieren.

Definition 7.3.1. Eine Abbildung \: Q@ — L(IR™;R) heisst eine Differential-
form vom Grad 1 (kurz 1-Form oder Pfaffsche Form).

Beispiel 7.3.1. i) Fiir jedes f € C}(Q) ist das Differential df eine 1-Form (von
der Klasse C?).

ii) Der Ausdruck \(x,y,2) = 3dx + 2zdy + xydz definiert eine 1-Form auf R3.

Bemerkung 7.3.1. i) Mit Hilfe des Skalarprodukts (-, -) ;. kann man ein Vek-
torfeld v = (v')1<i<n: 2 — R™ in eine 1-Form A verwandeln. Setze dazu

AMz)w = (v(x), W)z , Yw € T,R", (7.3.1)

fiir jedes z € Q. Bzgl. dz', ... da™ gilt A = (\;)1<i<n mit

&
o
N—
I
>
—
&
D
Il

(v(z), i) gn = v'(x), Vo€ Q. (7.3.2)

ii) Umgekehrt kann man via (Z3J) auch 1-Formen A auf Q in Vektorfelder
v: 2 = R" umwandeln.

Speziell fiir A = df ergibt Bemerkung [[.3:11ii) die folgende Definition
Definition 7.3.2. Sei f € CY(Q). Das durch die Gleichung

(Vf(x),w)gn = df (x)w, Yw e R"
definierte Vektorfeld V f: Q — R™ heisst Gradientenfeld von f bzgl. (-, -)p..
Bzgl. der Standardbasis ey, ..., e, des R™ folgt mit (T3.2)) die Darstellung

Vi(z)= , Vo eq.
o (2)

Bemerkung 7.3.2. Sei f € C*(Q), und sei zg € Q. Dann gibt Vf(zo) die
Richtung und den Betrag des “steilsten Anstiegs” des Graphen G(f) an der
Stelle zg an in dem Sinne, dass

V f (o)

o) h e = (Ve =, max,_ df(ao)e

Beweis. Fiir jedes e € T,,,R" 2 R" mit |e] =1 gilt

(Cauchy-Schwarz)

df (zo)e "= (Vfz0, ehn < IV £ (z0)|
_ W> _ Vf(zo)
- <Vf @) i) = R o
mit Gleichheit fiir e = 2&20) O

IV (o)l
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Beispiel 7.3.2. i) Sei f(z,y) = Zzng, (z,y) € R?, mit

i) = o), Vi = (),

und sei (zg,%0) = (1, —1) mit

ViD= V2 (gh) -0 = (1),

ii) Sei f € C1(R?) mit

a0 (7) = a0 = 20 =

a0 (1)) = gho - Lo -1

Es folgt %(O) =4; d.h.

7.4 Wegintegrale

Sei @ C R"™ offen, v: [0,1] — Q ein “Weg” in Q von der Klasse Ct, v €
C1([0,1];92), mit Geschwindigkeitsvektorfeld

d 1
ar ()

. dy
= L = : <t<I1.
J(t) dt (t) , 0<t<

Sei weiter A\ = i Xi(x)dz® mit
i=1
A= (ye e An) € COQRY)

eine 1-Form auf Q. Dann wird durch

t = A(y(0)3(t) = Z)\i('}’(t))

eine stetige Funktion auf [0, 1] definiert.

Definition 7.4.1. Der Ausdruck

Lk=43www@m

heisst Wegintegral von A\ ldngs .
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Bemerkung 7.4.1. i) Das Wegintegral f,y A ist unabhéingig von orientierungs-
erhaltenden Umparametrisierungen von .

ii) Wege 1,72 € C1([0,1];) mit 71(1) = 42(0) kann man aneinanderhéingen
zu einem stiickweise C'-Weg v = 1 + ¥2: [0,2] —  mit

<t <
PR 7 (¢), 0<t<1

Offenbar kann man das Wegintegral einer 1-Form A auch fiir derartige v =
Y1+ 72 € CL,([0,2];Q) erkliren (mit Index “pw” fiir Engl. “piece-wise”), und

es gilt
/ A= / At / A
Yi+72 Y1 Y2

Beispiel 7.4.1. i) Sei v € C'([0,27]; R?) mit

y(t) = ("0”) L 0<t<om,

sint
eine Parametrisierung des Einheitskreises, A = A\(x,y) die 1-Form mit

Nz,y) = —y dz+az dy, (z,y) € R%

27 .
//\:/ (—sint, cost) (smt) dt
~ 0 cost

- / T sin2(t) + cos?(t)) di = 2.
0

Dann gilt

ii) Sei Q € R"™ offen, v € C1([0,1];Q), f € C1(). Betrachte A = df. Gemiiss
Satz gilt

FOWRE) = 5 (f o))
d.h. L
Jar= [ G = r6m) - rao)

héngt nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab.

Beispiel [[4Tlii) liefert ein Analogon zu Korollar [F.2:711).
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Satz 7.4.1. Sei Q C R™ offen und (C*-) wegzusammenhingend im Sinne von
Definition [{.6.3, und sei f € C*(Q) mit df = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Zu je zwei Punkten zg, 1 € Q gibt es ein v € C*([0,1];Q) mit o =
~(0), 1 = ~(1). Mit Beispiel [[4lii) erhalten wir

f@ﬂ—f@@=f@ﬂ»—ﬂﬂmﬁi/#=0

O

Wie kann man entscheiden, ob eine Differentialform A von der Form A = df ist
fiir ein f € C1(Q)?

Satz 7.4.2. Sei A € CO(Q;R™). Es sind dquivalent:
i) 3f € CY(Q): A= df (“Potential”).
i) Fir je zwei Wege y1,2 € C’Zlm)([O7 1]; Q) mit v1(0) = 72(0), 11 (1) = 72(1) gilt

/A:/x
71 Y2

iii) Fir jeden “geschlossenen” Weg ~ € C,,((0,1];Q) mit v(0) = ~(1) gilt

[r=o
-

1

Beweis. i) = ii): Beispiel 7.4.1.ii).

ii) = 1i): Fixiere pg € Q. Setze f(po) = 0. Fiir z € Q sei v € C,,([0,1];Q) ein
Weg mit v(0) = pg, v(1) = z. Nach Annahme ii) ist die durch

f@%LA

definierte Funktion f auf €2 wohldefiniert.

Behauptung f € C1(Q), df = \.

Beweis. Sei z9 € Q, v € C},([0,1];Q) ein Weg von pg = 7(0) nach zy =
vo(1). Sei 7 > 0 mit B,(wg) C . Fiir beliebiges i € {1,...,n}, 0 < || < r gilt

Y(t) = zo + the; € C*([0,1]; Q)
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f(xo+h6i)f(xo)—/%)ﬂ)\/%)\—/v/\

1
/ )\(130 + thei)hei dt.

0

und

Da A stetig ist, folgt, dass

- flwo+hei) = flwo) . [! _
’ILIE)IB . = }lbl_% ; Axo + the;y)e; dt = Maxo)e;

existiert; d.h. f ist auf Q partiell in Richtung e; differenzierbar mit

und f € CY(Q) mit df = \. O

i) = iii): Sei v € C},([0,1];€2) geschlossen mit v(0) = (1) = xzo. Wihle
7 (t) = 2o, 0 < ¢t < 1. Mit ii) folgt

[r=[r=0
¥ 7

iii) = ii): Seien 715 € Cp,, ([0, 1];€2) mit 71 (0) = 72(0), y1(1) = 72(1). Definiere
den Weg —v5(t) := 72(1 —t) € C},,([0,1]; Q) mit

A=—/O A(ra(1 — £))a(1 — 1) dt:—/ A

—72 Y2

Der Weg v =1 — 72 = 11 + (—2) € C,,,([0,1]; Q) ist geschlossen, also

O:/)\://\+/ )\:/)\—/)\.
vy 71 —72 71 Y2

Bemerkung 7.4.2. Der Beweis von Satz liefert offenbar ein Verfahren
zur Berechnung des Potentials f der 1-Form A = df.

O

Beispiel 7.4.2. i) Sei
Az, y) = 2zy*de + 22%ydy, (x,y) € R?.

Wir setzen an f(0,0) = 0 und bestimmen zunichst einen Ansatz fiir f(z,0)
durch

f(x,()):/)\, wo (t) = (tz,0), 0<t<1.
8!

Da y = 0 langs v, folgt

f(a:,())/ol)\(fy(t))f'y(t) dt/ol(m.o,m?x?-())- (g) dt = 0.
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Anschliessend machen wir fiir beliebiges (x,y) € R? den Ansatz

f(x.y) = f(2,0) + / A

Y

wobei wir nun als Weg v(t) = (z,ty), 0 <t <1 wihlen. Dies ergibt
! 0
Fa) =0+ [ (ot 202w () ar
0

1
= / 22%ty? dt = x2y>.
0

Zum Schluss verifizieren wir

df(z,y) = (2zy?,22%y) = A, (z,y) € R

(z,y)

ii) Das analoge Vorgehen im Fall
Az, y) = 2zy°dz + 2ydy, (x,y) € R?
ergibt f(z,0) =0, z € R, und

1
f(z,y) =/ 2ty dt = y?, V(x,y) € R%
0
Die Probe versagt jedoch, da
df (z,y) = (0,2y) # A, falls z # 0 # y.

iii) Ebenso besitzt die 1-Form A(x,y) = —y dx + = dy aus Beispiel [L41] kein
Potential auf R2.

In Bemerkung [[.3T] haben wir gesehen, dass wir Vektorfelder in 1-Formen ver-
wandeln kénnen mittels dem Skalarprodukt. Somit kénnen wir auch das Wegin-
tegral fiir Vektorfelder erkléren.

Sei @ C R™ offen, v = (v')1<;<n € CO(%;R™) ein Vektorfeld mit zugehoriger
1-Form A, wobei

AMz)w = (v(z),w)g. , Vo € Q, we T,R",
und sei v € C''([0,1]; ).
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Definition 7.4.2. Das Wegintegral von v lings v ist erkldrt als

L v = / A=/ o), AV

ds (=4(t) dt) heisst gerichtetes Lingenelement .

Definition 7.4.3. Das Vektorfeld v € C°(Q;R"™) heisst konservativ, falls fiir
jeden “geschlossenen” Weg v € C},([0,1];Q) mit v(0) = (1) gilt

/v~d§':0.
.

(Mit einem konservativen Kraftfeld v kann man also kein “perpetuum mobile”
konstruieren.)

Aus Satz [[.4.2] folgt unmittelbar:

Satz 7.4.3. Fiir v € C°(Q;R™) sind dquivalent:

i) v ist konservativ;

ii) 3f € CY(Q): v = V.

In diesem Fall heisst v Potentialfeld mit dem Potential f.

7.5 Hohere Ableitungen

Sei 2 C R™ offen, f € C1(Q).

Definition 7.5.1. Die Funktion f heisst von der Klasse C?, f € C%(Q), falls

2 eci(Q),1<i<n.

Satz 7.5.1. Sei f € C*(Q). Dann gilt

0% f 0 (ﬁ) 0% f
Oridxi  Oxt \OxI

= 55 LShisn

Bemerkung 7.5.1. Die Voraussetzung f € C?(Q) ist wichtig, wie das Beispiel
der Funktion

zeigt.

Beweis von Satz[7.5.1]. Sei xg € 2, i # j. Fir h,k > 0 betrachte den Aus-
druck

I:= (f(l’o + hei + kej') — f(l‘() + hei)) — (f(l‘() + kej) — f({L‘U)) .
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Indem wir schreiben
1 af
flao+ k:ej) — f(l‘o) = df =k ——(zo + tk;ej) dt ,
~ 0 al’j

wobei
’}/(t) = Iy +tl€6j, 0<t<1,

und ebenso fiir den ersten Term, erhalten wir zunéchst

Loof of
I = kA (@(LEQ + he; —|—tk€j) - %(.TO —|—tk€j)) dt .

Nach einer analogen Umformung des Integranden ergibt sich schliesslich

1 1 2
o0°f
1= hk/o (/0 o (@0 + she, + the) ds) dt .

Vertauschen der Summationsfolge ldsst den Ausdruck
I:= (f(wo + he; + kej) — fxo + kej)) — (f(wo + hei) — f(w0)) -

unverdndert; jedoch werden dabei die Rollen von ¢ und j vertauscht, und wir

erhalten . . )
o°f
I:hk/o (/0 S @0 + she + the;) dt) ds .

Da % nach Voraussetzung stetig, ergibt Korollar [6.3.1] fiir den Term

oot o2

die Abschitzung

2 f 2f

< _
Byl < s | 0w0as ) ™ Gaiam )

|z—x0|<h+k

=0 (h,k—0);

analog R;; — 0 (h,k — 0). Subtraktion der obigen beiden Ausdriicke fiir I und
Division durch hk ergibt somit

1 1 2
_ o"f

1 1 82f

= O o)+ Ry~ gt (w0) — R
Nach Grenziibergang h, k — 0 folgt
o*f 0% f
OxtdzI (o) = Oz 9t
wie gewiinscht. O

Mit Satz [[5.dl erhalten wir eine einfach zu handhabende notwendige Bedingung
fiir ein konservatives Vektorfeld.
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Korollar 7.5.1. Sei v = (v")1<i<y, € CY(Q;R™) konservativ. Dann gilt

o o
dri — dri’ T~

Beweis. Nach Voraussetzung ist v = Vf fiir ein f € C%(2). Mit Satz [[.5.1]
folgt . ‘
ot OAf 9 f o

drd ~ Oxidx'  9zridxi Ozt

1<i,j<n.

2
Beispiel 7.5.1. Sei v(z,y) = (235 )7 (z,y) € R% Es gilt

ovt ov?
Ty(x,y) :41'?/, %(xay) :0;

also ist v nicht konservativ; vgl. Beispiel [[L.42]ii).

Fiir beliebiges m € N definieren wir induktiv analog zu Definition [[.5.Tt

Definition 7.5.2. Die Funktion f € C'(Q) heisst von der Klasse C™, f €
C™(Q), falls 2L e C™=1(Q), 1 <i < n.

Bemerkung 7.5.2. Gemiss Satz[[5.]sind fiir f € C™(Q) partielle Ableitun-
gen der Ordnung < m beliebig vertauschbar.

Sei f € C™(Q), und seien xg,x1 € Q mit
xe=1—-t)ro+tx; €Q, 0<t<1. (7.5.1)
Gemiss Satz ist die Funktion
o(t) = flxe) € C™([0,1])

mit

dt — ox’
d*¢ - *f i iay(oda o
W(t) = W@?t)(% — 2 )(2y — 2§)

i1,i2=1

Satz [£.5.0] angewandt auf ¢, ergibt
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Satz 7.5.2. (Taylorformel) Sei f € C™(f2), und seien zo,z1 € Q mit (7.5.1)).
Dann gibt es eine Zahl 0 < 9 < 1 mit

1 & 0%f Ty B
f(x1) = f(z0) + df (wo)(z1 — 0) + 3 Z ——(20) (2] — 7g) (21 — 7p)

; ox*0xI
1 - omf T 5
+ + m! Z oz ... Oxim (@) ]1_[1(171] — )
T1yeenybm = =

Bemerkung 7.5.3. Mit der Multi-Index Schreibweise

ololf

0“f =
f (Oxt)r ... (Qz™)on

fir @ = (a1,...,q,) € Nj analog zu Beispiel [[L1.5]i) kann man den Ausdruck
X g e )= e -
1seeestm=— = a|=m

kompakt schreiben.

Wie in Abschnitt 5.5 definieren wir das Taylor-Polynom m-ter Ordnung
T f(z,20) = f(z0) + df (z0)(z — 20) + .

1 omf T i
- m! Z Oxit ... dxim (20) H(xl ~ )

i1yeyim =1 Jj=1

= Jw0) + df(ao) @ — o)+ + = S 0% (o)1 — )",

Bemerkung 7.5.4. i) Gemdéss Satz[[.5.2 gilt fiir f € C™(Q2)
f(a1) = To f(a;20) + rim f (@, 20)

mit
m

n m
[rmf(z1;m0)| < —  sup 0% f(xz9) — 0 f(20)| |21 — o
m: o<v<1, |al=m
ii) Falls f € C™TY(Q), so liefert Satz [[.5.2] alternativ die Abschiitzung

nerl

[T f(z1;m0)| € vy sup 0% f(29)| |21 — 20|
" ’ (m+ 1! gcv<t, jaj=m+1

iii) Insbesondere fiir m = 2 erhalten wir fiir f die quadratische Néherung

flz1) = f(l"o) + df(xo)(l“l — o)+

9 Z azzazj | — 556)(95{ - xé) + ro(f(z1,20))

1,j=1
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mit Fehler
Tzf(wl , xo)

‘x - ‘2 —0 (.’E1—>.’E0).
1— 40

Analog zu Korollar E.5.1] fiir n = 1 gilt nun:

Satz 7.5.3. Sei f € C*(Q), xp € Q.
i) Falls xo € Q lokale Minimalstelle von f ist, so gilt df (z¢) = 0.
ii) Falls df (z9) = 0 und falls die symmetrische quadratische “Hesse-Matrix”
0*f
H = e &
el (81:’&%3 (x0)> 1<i,j<n

positiv definit ist im Sinne von

Hessg(x0)(&,€) = Z 8xzaxﬂ x0)E%¢7 >0

i,j=1
fiir alle & € R™\{0}, so ist zq eine strikte lokale Minimalstelle von f.

Beweis. i) Sei z eine lokale Minimalstelle von f, und nimm widerspruchsweise

an, df (zo) # 0. Setze e = g;gg;r Dann hat die Funktion

o(t) = f(zo +te), |t| << 1,
bei ¢t = 0 ein lokales Minimum; jedoch gilt

do
dt

im Widerspruch zu Korollar B5.111).
ii) Da S"~! = 9B;(0; R") kompakt, gibt es A > 0 mit

—-(0) =df (zo)e = [V f(z0)| >0

Hess(z0)(€,€) > M¢[, Ve e sm L.
Mit Bemerkung [7.5.3liii) folgt fiir  # xo geniigend nahe bei xy die Ungleichung
A
F(@) = f(xo) 2 Mo = xol” +raf (x:00) > 5 o = wo* > 0,

wie gewiinscht.

O

Bemerkung 7.5.5. Analog zu Satz [[(5.3)ii) ist ein kritischer Punkt z¢ von f,
wo die Hesse-Matrix negativ definit ist mit

Hessy(zo)(€,€) <0, V& e R™\{0},

eine strikte lokale Maximalstelle von f.
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Definition 7.5.3. i) Ein Punkt zo € Q mit df(zo) = 0 heisst kritischer
Punkt von f.

ii) Die quadratische Form

§ = Hessf(x0)(€, )

heisst Hessesche Form von f.

Beispiel 7.5.2. Sei f(z,y) = %(mQ + ay?) + Bry, (x,y) € R2, mit Parametern
a, B € R. Es gilt

df (z,y) = (x + By, ay + Bx)

9% f 8% f 1 B
2 I
HesSf<x,y>(<§%”} d;%f><z7y>(ﬁ ) =n

dzdy (0y)?

sowie

Offenbar ist (xo,y0) = (0,0) kritischer Punkt von f. Die Eigenwerte von H
entscheiden, um welchen Typ es sich handelt.

Das charakteristische Polynom

p(\) =det(H — X -id) = (1 = \)(a — \) — 2
=N -(1+a)\+a—-p3?

der Matrix H hat die Nullstellen

1 1 2
A2 = —;aﬂ:\/( —tla) —a+ 32

(Beachte: (14 a)? —4a = (1 — a)? > 0.) Um das Verhalten von f in der Nihe
von (zg,yo0) = (0,0) zu verstehen, unterscheiden wir die folgenden Fille:

i) o> 2. In diesem Fall gilt A; o > 0; also ist H positiv definit, und der Punkt
(z0,y0) = (0,0) ist eine strikte lokale (sogar die globale) Minimalstelle.

ii) o= 32 Esgilt \; > 0 = Xy, und H ist positiv semi-definit. Da f quadratisch
ist, folgt
f(z,y) 20, V(z,y) € R?.

Andererseits gilt offenbar

f(=By,y) =0, Vy e R ;

der Punkt (z9,y0) = (0,0) ist also ein (entartetes) lokales Minimum.

iii) a < B2%. Dann gilt \; > 0 > )g; die Matrix H ist indefinit. Der Punkt
(zo,y0) = (0,0) ist also weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
von f sondern ein Sattelpunkt: Jede Umgebung U von (0,0) enthilt Punkte
p,q € U mit

f(p) > 0> f(g).
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7.6 Vektorwertige Funktionen

Sei ) C R"™ offen, f = (fi)lgigl: O - R

Definition 7.6.1. i) Die Funktion f heisst an der Stelle xy € Q differenzier-
bar, falls jede Komponente f', 1 < i < I, an der Stelle xo differenzierbar ist.
Das Differential df (xo) hat die Gestalt

df* (o)
df(l‘o) = R"=T,,R" — Tf(IO)IRl ~ R
df! (o)

il) f heisst auf Q differenzierbar, bzw. von der Klasse C™, m > 1, falls jedes
f? differenzierbar, bzw. f* € C™(Q), 1 <i <.

A Tro R" f A

/N,

Notation: C™(Q;R!)) = {f = (f)1<i<i; f1 € C™(Q), 1 <i <}

Bemerkung 7.6.1. i) Bzgl. der Standardbasis do’, 1 < j < n, erhalten wir
mit ‘ A

. 8fl af’b

9 (wo)da? = (%31 (20)s- s 5o (xo))

I

die Darstellung

1 1
-y 5L+ (o) 85 (wo)
df (zo) = @(xo)daﬂ =
i—1 L L
’ 5 (20) 98 (z0)
Die Matrix ,
aft

A(wo) = (5, (@0)

x ( >1§¢§l, 1<j<n
heisst Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle xg.

ii) Auch im vektorwertigen Fall ist die Funktion f genau dann differenzierbar
an der Stelle o, wenn eine lineare Abbildung A: R"™ — R! existiert mit

fx) = flxo) = A(x — o)

z—xg, 0#£TEQ ‘I — l’0|

:O7
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analog zu Definition [[.T.2]

Beispiel 7.6.1. i) Sei f = f;: R? — R? gegeben mit

2

ren = (")) e ewe

Offenbar gilt f € C>°(R?;R?) mit

2¢ -2y
2y 2z

df(w,y)—( ) (z,y) € R%.

ii) Sei f = fo: R® — R? gegeben mit

x2+y2+22 3
f(xayaz)_< TYZz ) (Z‘,y,Z)E]R.

Dann ist f € C*°(R?;R?) mit

20 2y 2z
yz T2 TY

df (2,9, 2) = < > . (2.4.2) € R®.

Es gelten die iiblichen Differentiationsregeln:

Satz 7.6.1. Seien f,g: Q — R! an der Stelle xo € Q differenzierbar. Dann sind
die Summe sowie das Skalarprodukt von f und g an der Stelle xq differenzierbar,
und

i) d(f + g)(zo) = df (o) + dg(z0)
ii) d(f - g)(w0) = f(x0) - dg(w0) + g(x0) - df (x0),

l . .
wobei f(wo) - dg(o) = 2., (F*(%0)dg"(vo), ete.
i=1
Beweis. Der Beweis von Satz [[L2.1] l4sst sich unmittelbar iibertragen. O
Beispiel 7.6.2. Seien f(z) = g(x) = x mit df (z) = id, V. Satz [[L61] ergibt

d(|z]*)¢ =2x-&, Vr € R", € € R™

Satz 7.6.2. (Kettenregel, 3. Teil) Seien g: Q — R' an der Stelle zo € Q
und f: R' — R™ an der Stelle yo = g(xo) € R differenzierbar. Dann ist die
Funktion fog: Q2 — R™ an der Stelle xy differenzierbar, und

d(f o g)(zo) = df (g(z0)) - dg(xo)-

Proof. Der Beweis ist derselbe wie von Satz [7.2.7] O

Bemerkung 7.6.2. i) Falls g: R® — R/, f: R! — R™ linear mit

fly) = Ay, y € R, g(z) = Bz, = € R",
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soist fog: R™ — R™ linear mit
(fog)(x) = ABz, x € R™

ii) Im folgenden Abschnitt sind die Rollen von f und g meist vertauscht. D.h.,
wir betrachten differenzierbare Funktionen f: Q — R/, g: R! — R™ und wen-
den Satz an auf die Funktion g o f mit

d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) - df (xo). (7.6.1)
In Koordinaten und mit yo = f(xg) konnen wir die Formel (Z.6.1]) schreiben

l

3(90f)i _ 59%3/0) 8fj(x0) .
W(mo)*z oy o , 1<i<m, 1<k<n

j=1
Beispiel 7.6.3. Betrachte die Funktionen g = f;: R? — R2?, f = fo: R? — R?
aus Beispiel [[.6.1l Die Funktion

(@Y 22 P s o
o naws) = (Vb L ST ) m o

ist differenzierbar mit
d(g o f)(xvya Z) = dg(f(xayvz)) ! df(!l?7y7 Z)
_ (2(:E2 + %+ 2?) —2xyz > (Qx 2y 22)

2xyz 2022 + 2+ 2% ) \yz 2 ay
(43:(1‘2 +y?+22) -2y L. L )

Probe: Differenziere direkt.

7.7 Der Umkehrsatz
Sei @ Cc R™, f € CHQ,R") injektiv, Q = f(Q) der Wertebereich von f.

Fragen i) Unter welchen Bedingungen ist die Umkehrabbildung f~*: Q-0
wieder von der Klasse C''?

ii) Gibt es Bedingungen an df (xg), die gewéhrleisten, dass f in einer Umgebung
von xq injektiv ist?
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Offenbar liefert Satz eine notwendige Bedingung: Falls f € C(Q;R"),
g € CH(;R™) zu f invers, so folgt fiir jedes zg €

id = d(g o f)(zo) = dg(f(xo))df (x0);
die lineare Abbildung df (z¢) muss also invertierbar sein.

Gemiiss dem folgenden Satz ist diese Bedingung auch hinreichend fiir die lokale
Invertierbarkeit von f.

Satz 7.7.1. (Umkehrsatz) Sei f € C'(Q;R") und sei df(xp): R® — R"
invertierbar an einer Stelle xg € ). Dann existieren Umgebungen U von xg, V
von f(xo) = yo und eine Funktion g € C*(V;R™) mit g = (f|U)_1; d.h.

g(f(x)) ==z, Ve e U, f(g(y) =y, YyeV.

Weiter gilt fiir alle x € U gemdss (LG die Beziechung

dg(f(x)) = (df (z)) " .

Bevor wir diesen Satz beweisen, diskutieren wir die Aussage durch Vergleich mit
dem Fall n = 1 und anhand von Beispielen.

Beispiel 7.7.1. i) Falls n =1, f € C'(Ja,b]) mit f'(z¢) > 0 fiir ein x¢ €a, b,
so folgt aus der Stetigkeit von f’ die Bedingung f'(x) > 0, Vx €]zg — r,zo + 7|
fiir ein » > 0. Nach Satz ist f:]zg — r,x0 + r[—]c,d| invertierbar mit
g=f"1te€C]cd]), und

d(f! _
(dy )‘y_f(fc): (%(I)) 1'

D.h. das Differential d( f’l)(y) wird bzgl. der Standardbasis dy an der Stelle
y = f(z) dargestellt durch ﬁ

ii) Betrachte die Funktion f € C*°(R? R?) aus Beispiel [L6.11i) mit

2 _ .2 _
fam = (") den= (5 ).

Da fiir (z,y) # (0,0) stets gilt
det (df (z,y)) = 4(2® +y*) > 0,
ist f nach Satz [[.7.1]lokal um jeden Punkt (z9,%0) € R?\{(0,0)} invertierbar.
Ist f auch “global” invertierbar? - Deute dazu (z,y) =z =z + iy € C,
flx+iy) = 2% — 9 + 2izy = (z +iy)? = 22

Wegen f(—z) = f(z), z € C ist f nicht “global” invertierbar auf R?\{(0,0)}.
Satz[[.T.1] zeigt jedoch, dass dies lokal auf R?\{(0,0)} moglich ist. Entsprechend
kann man lokal auf C\{0} eine Quadratwurzelfunktion definieren.
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iii) Polarkoordinaten in R2. Die Abbildung f: ]0,co[xR — R? mit

o= (152%)

rsin
erfiillt )
re) = (Gnf ).
also

det(df (r,¢)) = r(cos? ¢ +sin? @) = r > 0.
Gemiiss Satz [[7Ikann man mittels f lokal Polarkoordinaten auf R? einfiihren.
f ist injektiv zum Beispiel auf ]0, oo[x] — m, w[=: U mit

) =a (3) = (oY) ok,

¢ = arctan(y/z)

Die Koordinatenlinien a(r) = f(r,¢) (p fest) und B(p) = f(r,¢) (r fest)
schneiden sich senkrecht, da in jedem Punkt (r, @) gilt
da dB _ O0f Of _ 0

dr de Or Op

(,y)

@)

Beweis von Satz[7.7.1. OBdA seien zo = 0, yo = f(zo) = 0. (Betrachte
sonst die Funktion f(z) = f(x + x9) — f(x0).) Wihle o > 0 so, dass df(x)
invertierbar fiir alle x € B,,(0). Wir zeigen zunéchst:

Behauptung 1 Fiir geniigend kleines 0 < r < ro und § = 6(r) > 0 gilt:

Vy € Bs(0) 3z € B.(0) : y = f(x).

Zum Beweis dieser Behauptung versuchen wir, fiir y € R™ das gesuchte Urbild
als Fixpunkt der Abbildung

Oy o+ df(0)7(y — f(2)

zu erhalten. Geméiss Satz [6.5.2] geniigt es dafiir, die folgenden Aussagen zu
beweisen.
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Behauptung 2 30 <r <r¢ Yy € R" Vz,Z € B,.(0):

- 1 -
@) = B, ()] < 5 Jo— .

Fixieren wir 0 < r < rg geméss Behauptung 2, so zeigen wir weiter:

Behauptung 3 306 = 46(r) > 0 Vy € Bs(0):

®,: B,(0) — B,(0) .

Beweis von Behauptung 1. Geméss den Behauptungen 2 und 3 ist fiir jedes
y € B;(0) die Abbildung ®,: B,(0) — B,(0) kontrahierend. Mit dem Kontrak-
tionsprinzip, Satz [6.5.2] folgt Behauptung 1 nun unmittelbar. O

Beweis von Behauptung 3. Zu gegebenem r > 0 wihle 0 < § < W.
Fiir |y| < ¢ schitze ab

2,(0)] = [df(0)"y| < dr @) -5 < .

Mit Behauptung 2 folgt fiir € B,.(0):

9y(2)] < [8,(2) ~ B, (0)] + 2y 0)] < 3 [e] + 8,0 < &+ =

Beweis von Behauptung 2. Schreibe fiir z, % € B,(0)

Oy (2) — @y(2) = (z — &) +df(0) 7} (f(2) - f(x))
= df(0)7' (f(@) — f(z) — df(0)(@ — 2)).
Mit der Darstellung

erhalten wir

ﬂ@f@)twmﬁw)/%#@+“i@)#m»£xdt
0

|Z — x| |Z — x|

und konnen daher abschéitzen

|7 — x|

< sup |df (z + (T — z)) — df (0) |

< sup |[ldf(z) —df(0) =0 (r—0).
z€B,(0)

Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung: Das in Satz[6.5.2] eingefiihrte Iterationsverfahren liefert im obigen
Kontext ein sehr effizientes Verfahren zur numerischen Bestimmung des Urbildes
von y unter f, ausgehend von einer “Startnéherung” zo € B,(0), mittels der
Vorschrift

Tn+1 = (I)y(llfn), ne NO .

Insbesondere im Fall n = 1, ¥y = 0 wird dieses Newton-Verfahren gern
herangezogen zur ndherungsweisen Berechnung der Nullstellen einer Funktion

f e C*R).
Setze nun V := Bs(0) C R™ und definiere
U:= V)N B,.(0).

Dann sind U und V offen, und gemiiss Behauptung 1 ist f’U: U — V bijektiv.
Die Funktion L
g:= ( f ‘U) V-=U

ist also wohldefiniert. Beachte weiter, dass df (z) nach Wahl von r < rg inver-
tierbar ist an jeder Stelle z € U.

Behauptung 4 g € C*(V;R"), und es gilt

dg(y) = (df(g(y))) ", VyeV.

Beweis. i) Firy = f(z), y = f(Z) € V mit x = g(y), T = g(y) € U C B,(0)
erhalten wir mit Behauptung 2 bei Wahl von y = 0 die Abschéitzung

& — 2] = [@0(Z) — Po(x) + df (0) 7' (f(2) — f(2))]
|@o(2) — o ()| + [|df (0) | 17 — v

1 . -
§§W—M+CW—M;

IN

also
1z — x| <2C |y —yl.

ii) Fixiere y = f(z) € Vmit x € U. Falls V 3 § = f(Z) = y, § # vy, so folgt
mit i) auch & = g(§) — = = ¢g(y), & # =. Schreibe

Ry = g(5)—g(y) — (df (@)~ (7 —y) = & — o — (df () (f(&) = f())
= —(df (@) (J@) — f(@) = df()(& — ) -
Mit i) erhalten wir
~|Rg‘ <20 de(m)_lH f(@) — f<x)~_ df () (2 — )|
17—yl |z — =
D.h. g ist an der Stelle y € V differenzierbar mit

dg(y) = (df ()" = (df (9(v)))

=0 (=)

-1

und g € CY(V;R™).

Mit Behauptung 4 ist nun auch Satz [['7.1] vollstiindig bewiesen. O
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7.8 Implizite Funktionen

Wir beginnen mit einfachen Beispielen.
Beispiel 7.8.1. i) Der Einheitskreis
St ={(z,y) e R? 2* +y* =1}

mit der impliziten Darstellung S* = f=1({0}), wo

flay) =2 +y* —1
ldsst sich lokal darstellen als Graph der Funktion

y=h(z)=+V1-22, -1<z<l

bzw. als Graph der Funktion

r=1lly)=xy/1—-9% -l<y<l.

y=+1—x2

.

ii) Sei K} der Doppelkegel
Ky = {(z,y,2) € R* 2% +9* = b*2?}
mit Offnungsverhiltnis b > 0. Indem wir K, schneiden mit der Ebene
B, ={(59,%) €R® 2 =1+ pa},
erhalten wir die Schnittkurven
U 2 +y? =021+ px)? = b + 2ub’x + b2 p2a?,

z=1+ px.

Fiir b>4? < 1 handelt es sich dabei um eine Ellipse, fiir b>4?> = 1 um eine
Parabel, und fiir 642 > 1 um eine Hyperbel.
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Implizit lassen sich alle diese Kegelschnitte wiederum bequem darstellen in der
Form I' = f~1({(0,0)}), wobei f: R3 — R? gegeben ist durch

B x2+y2—b2z2
f(x,y,z)— ( 27(1+UI) >

Wie in i) lassen sich alle diese Schnittkurven offenbar ebenfalls lokal als Graph
von Funktionen (y,z) = h(x), bzw. (x,z) = Il(y) bzgl.  oder y schreiben.
Beachte, dass h vektorwertig ist und ebensoviele Komponenten besitzt wie f.

~

En

iii) Sei f(z,y) = 22—4?, (z,y) € R2. Die implizit durch T' = f~1({0}) gegebene
Kurve hat eine Spitze bei z =y = 0.

Wodurch unterscheiden sich diese Beispiele? Gibt es eine allgemeine Theorie?
Sei 2 € R™ offen, f € C1(;RY), po € Q.

Definition 7.8.1. Der Rang von df (po) ist die Dimension des Bildraumes

df (po)(R™) = {df (po)&; € € R"} C R

Bemerkung 7.8.1. Offenbar gilt stets
Rang(df (pg)) < min{n, !},
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und Gleichheit gilt in folgenden Féllen:

n <1: falls df(pg) injektiv,
n >1: falls df (pg) surjektiv,
n=1: falls df (pg) bijektiv.

Definition 7.8.2. Der Punkt py heisst regulédrer Punkt von f, falls

Rang(df (po)) = min{n,l} ,
d.h., falls der Rang von df (pg) maximal ist.

Falls n = [, so ist f in der Néhe eines reguldren Punktes invertierbar nach Satz
[711 Im folgenden interessiert uns jedoch der Fall n > [. Wir betrachten erneut
die Beispiele [.8111)-iii).

Beispiel 7.8.2. i) Fiir f(z,y) = 2% +y? — 1 gilt

df (z,y) = (2,2y) # (0,0), ¥(z,y) € f~1({0});
d.h. jedes pg = (zo,yo) mit f(po) = 0 ist regulir.
ii) Fiir die Funktion

242 -1

flz,y,2) = <Z—(1+WJ)> : R® - R?

hat

T o

den Rang 2 fiir alle py = (z0,¥0,20) € f~1({(0,0)}); diese Punkte sind also
allesamt regular.

iii) Fiir f(x,y) = 22 — 3 mit
df(l‘7y) = (2*%'7 _3y2)

ist der Punkt pg = (0,0) mit f(po) = 0 nicht regulir.
iv) Sei f(z,y) = 2% +y® — 3wy mit

df(a:,y) = 3(1’2 - y7y2 —.T), (x,y) € IR3'

Beachte:
df (z,y) = (0,0) & 2* =y und y* =z ;

in einem nicht reguliren Punkt (z,y) gilt also die Gleichung x = z*. Somit
sind (zg,yo0) = (0,0) sowie (x,y) = (1,1) die einzigen nicht reguléren Punkte
von f. Die Kurve I' = f~1({0}) heisst Descartesches Blatt. Offenbar ist der
Punkt py = (0,0) der einzige Punkt in I", wo I nicht lokal als Graph beschrieben
werden kann.
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Y

Der folgende Satz liefert die Erkldrung fiir den in den obigen Beispielen zutage
tretenden Zusammenhang zwischen reguldren Punkten und der Existenz einer
lokalen Darstellung der Niveau-Menge f~1({0}) als Graph.

Satz 7.8.1. Sei f € CY(RY), | < n, und sei pg € Q regulir mit f(po) = 0.
Wihle Koordinaten (x,y) € R¥ x RY, k+1 = n, auf © C R® = RF x R, so

dass )
3

0y f(po) = (8f

57 ®)), R R

1<i,j<l
invertierbar. Sei pg = (x0,y0) in diesen Koordinaten.

Dann gibt es Umgebungen U von xq in RF, W von py in R™ und eine Funktion
h € CYU;RY) mit h(zo) = yo, so dass gilt:

f(z,h(z)) =0, Vzel, (7.8.1)
und
f_l({O}) NW =G(h) ={(z,h(z)); x € U}. (7.8.2)
y € R! z 6l R/

TR E— # = z € RF #
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Beweis. OBdA sei py = 0 € R". Betrachte die Abbildung F' € C1(£;R") mit

F: (”;) . (f(;’y)) € R* x R' =~ R™

idgx 0
dF(p) = (&F(p) ayf(p)>’ pe

det(dF (po)) = det(y f(po)) # 0;
d.h., dF(pg) ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz Satz [[.71] gibt es Umge-

bungen U von py = 0 in V von F (po) = 0 in R™ und eine lokale Inverse

G =(g1,92) = (F|5) ' e C"(V;RF x R))

Beachte

Es folgt

von F'. Mit der Darstellung von F folgt
(z,2) = F(G(z,2)) = (91, 2), f(91(2, 2), g2(2, 2)))
fiir alle (z,2) € V.
Insbesondere erhalten wir fiir z = 0 die Identitét
g1(2,0) =z, VzeU:={z; (2,0)€V} (7.8.3)

und somit auch
f(z,92(x,0)) =0, VzeU.

Fiir h(x) := g2(2,0) € CH(U;R}) folgt somit (Z8.J)), wie gewiinscht.
Mit ) )
F(f~1 {0} nU) = {(x,0) € V'}
und (Z83)) folgt nun
FHHo) NU = G({(x,0) € V) = {G(x,0); (x,0) € V}
= {(z,h(2)); 2 € U} =G(h).
Bei Wahl von W := U erhalten wir dann auch (Z8.2). O
Bemerkung 7.8.2. Mittels Kettenregel kann man aus (Z81]) eine Gleichung

fiir das Differential dh der “impliziten Funktion” h herleiten. Sei dazu ® €
C1(U;R™) die Funktion

d(z) = <hfx)> , zel.
Dann folgt mit (8T]):
0= d(f 0 ®)(a) = df o, () (a) = (00, h(2)), 0, . a))) i)

= O f(x, h(2)) + 9y f (2, h(z))dh(x),

also

dh(z) = — (9, f(z, h(z))) ' 0u f(z, h(x)). (7.8.4)
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Beispiel 7.8.3. Sei f(z,y) =z +y + 22y, (z,y) € R?, mit
df (x,y) = (1+ 2y, 1 +2?).

Da 2L > 1, ist jeder Punkt (x,y) reguldr. Die Gleichung f(z,y) = 0 definiert

dy
also lokal um = = 0 implizit eine Funktion h = h(z) mit h(0) = 0. Gemiss
(L84 gilt
Ooh 0. f(x, h(z)) 1+ 2zh(x)
h/ = — = — = — h = N
0= %= ey~ 1 MO0
d.h.

(1 +a2?)h(z)) = (1 + 22)W (2) + 2zh(z) = —1.

Als Losung dieses Anfangswertproblems erhalten wir

T
Wir verifizieren leicht
- 2

7.9 Extrema mit Nebenbedingungen

Auch diesen Abschnitt beginnen wir mit einem einfach zu durchschauenden
Beispiel.

Beispiel 7.9.1. Sei f(x,y) = 2(1+y), (z,y) € R?, und sei g(x,y) = 22 +y>—1,
S ={(x,y) € R g(z,y) =0} = 5"

Parametrisiere S via v(t) = (cos(t),sin(t)), t € R. Notwendig fiir eine Extre-
malstelle von f an der Stelle pg = y(to) = (w0, o) € S* ist die Bedingung

d .
= %(cos(t)(l + sin(2))) o
= COSQ(to) —sin()(1 + sin(tg)) =1 — 298 —Y0;

0= 260

t=to

dh., yo =1, 20 = ié, f(po) = i% oder yg = —1, xp = 0 mit f(po) = 0.
Offenbar ist pg = (@, %) die gesuchte Maximalstelle.
Allgemein sei Q@ C R™ und seien f € C1(Q2), g € C'(Q;RY), I < n. Wir mochten
f unter der Nebenbedingung ¢g(p) = 0 maximieren; d.h. wir suchen

max{f(p); p € Q, g(p) =0}

Kann man die gewiinschten Extremalstellen auch ohne eine explizite Parame-
trisierung der “zulédssigen Menge”

S={pe g(p)=0}
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finden? Satz [[.81] liefert dafiir notwendige Bedingungen.

Sei dazu pg € S eine lokale Maximalstelle von f in S. Nimm an, pg ist regulér
fir g. Wihle Koordinaten (z,7) € R* x R! 2 R"™ um py = (20,%) wie in
Satz [[81] dazu Umgebungen xo € U C R*, pg € W C R” und eine Funktion
h € CH(U;R!) mit

SNW =G(h) = {(z,h(z)); zeU}.

yeR
A
W/g(m
/'p:_\&
} } = z € RF
Zo
U

Die Abbildung
®(z) = (z,h(z)) € CH(U;R")

liefert dann eine Parameterdarstellung fiir S nahe pg. Falls py ein lokales Maxi-
mum von f auf S liefert, so ist xg eine lokale Maximalstelle der Funktion f o ®
auf U. Mit Satz [[53li) und der Kettenregel folgt

0=d(fo®)(xo) = df(po)d®(xo) = duf(po) + dy f(po)dh(zo).
Gemiss (.84 in Bemerkung gilt andererseits
dh(zo) = —yg(po) ' dug(po) -
Wir erhalten somit die Gleichung
0 =0 f(po) + A029(po), (7.9.1)
wobei A die lineare Abbildung
A= —=0,f(p0)(Byg(po0)) " R = R (7.9.2)

bezeichnet, dargestellt durch A = (\q,..., ;). Beachte, dass mit (C.9.2) auto-
matisch auch gilt

0 =8y f(po) + Adyg(po); (7.9.3)

d.h., es gilt
0 = df (po) + Adg(po) -

Wir haben gezeigt:
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Satz 7.9.1. (Lagrange-Multiplikatorenregel) Seipg € S lokales Mazimum
oder Minimum von f unter der Nebenbedingung g(po) = 0, und sei py reguldrer
Punkt von g. Dann ezistiert A\ = (\1,...,\) € R!, so dass fir L = f + \g gilt

dL(po) = df (po) + Adg(po) = 0.

Definition 7.9.1. i) Der Vektor A = (A1,...,\) = Apo) € R! mit (7.9.2)
heisst Lagrange-Multiplikator.

ii) Die Funktion L = f + Ap mit X\ = X(po) heisst Lagrangefunktion (am
Punkt po ).

iii) Der Punkt py € S heisst kritischer Punkt von f auf S, falls dL(pg) = 0.
Mit (7.9-3) erhalten wir dann auch die Charakterisierung (7.9-3) von A = A(po)-

Beispiel 7.9.2. i) Sei f(z,y) = 2(1+y) wie in Beispiel [ Satz [ 9Tl ergibt
als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Maximalstelle unter der
Nebenbedingung

glz,y) =22 +¢y* —1=0 (7.9.4)

in (zg,yo) die Gleichung
0 =d(f + Ag)(x0,y0) = (1 + Yo, o) + 2A(Z0,Y0)- (7.9.5)

Aus den 3 Gleichungen (7.9.4)), (Z.9.5) kénnen wir (zg,0) € R? und A € R wie
folgt bestimmen:

m = 1 +y() +2)\ZL'() = 0, i) +2)\y0 = 0

Falls yo = 0, so folgt g = —2Ayo = 0, also 0 = g(zo,yo) = —1, und wir erhalten
einen Widerspruch. Also gilt yo # 0, A = —3: und

2
Lo _

14+yo——=0;
Yo
d.h.
0:y§+yo—x§ = 2y§+yo—1

wie in Beispiel [[.9.1] und

1 1 1 -—143 1
S Y R SRR EY
Yo="7% 1632 7 <lp-i

Schliesslich ergibt (7.9.4)):
1 V3 L3V3
2 )

y0:§:>$0:i7:_)\a f(-'I/'O,yO):

yo=—-1=>20=0=2X, f(zo,%)=0.

S

Die Funktion f nimmt daher auf S' ihr Maximum an im Punkt ( 23, %), ihr

Minimum im Punkt (—?, %)
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ii) Sei f(x,y) =v, g(x,y) = 22 — 93, (z,y) € R% Offenbar gilt
70,00 =0 < f(z,y), ¥(wy) €S =g ({0}),
jedoch gilt fiir L = f + \g stets
dL(z,y) = (2xy,1—2X\y%) # 0,

falls 22 = y3; Satz [.9.1] versagt also. Der Grund ist natiirlich, dass der Punkt
po = (0,0) nicht regulér ist fiir g.

Bemerkung 7.9.1. i) Wir konnen Satz [[9.1] auch geometrisch deuten. Seien
dazu pg = (z0,90) € S = g 1({0}), U, W, h € C*(U,R!) wie in Satz [[81] mit

SNAW =G(h) = {(x,h(z)); x €U}

Mittels
&(x) = (z,h(z)): U - S CR"

erhalten wir die Darstellung
TS = {d®(x0)€ = (€,dh(20)€); € € RF} = RF (7.9.6)

des Tangentialraums an S im Punkt py = ®(x0).

Da go @ = 0, folgt mit
0 =d(g o ®)(z0) = dg(po)d®(xo)
sofort, dass Ty, S = im(d®(xz¢)) C ker(dg(po)); d.h.
dg(po)n =0, ¥neT,,>S. (7.9.7)
Da wegen der Rangformel zudem gilt

dim(ker(dg(po))) =n —1 =k = dim(T,,S),
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folgt sogar die Gleichheit

TpoS = ker(dg(po)) -

Andererseits gilt an einer Maximalstelle py = ®(xg) von f auf S die Bedingung
d(f o ®)(xg) = 0; d.h.

df (po)n =0, Vn € Tp,S; (7.9.8)
falls nédmlich df (po)n > 0 fiir ein n = (&€, dh(x0)&), so wire

i‘ F(®(xo + €6)) > 0

de le=0

im Widerspruch zu Korollar E.5.111).
ii) Falls [ =1, so sind (Z9.71) und (C9.8)) dquivalent zu den Bedingungen

(Va(po),mygn =0, Vn € Tp,S,

bzw.
(Vf(po)smpgn =0, Vn € Tp,S,

wobei V f(po), Vg(po) die Gradienten von f, bzw. g am Punkt py bezeichnen. Da
Tp, S =2 R" !, sind V f(po), Vg(po) notwendig proportional zum Normalvektor
auf T},,.S, und es existiert A € R mit

V f(po) + AVg(po) = 0.

Beispiel 7.9.3. Sei S" = {z € R""}; |z| = 1}. Es gilt S = g~1({0}), wobei
g(z) = |z|* — 1 mit
dg(z) = 22" #0, Vo e S™
Es folgt
T,8" ={¢ e R"; z- &£ =0},

Bemerkung 7.9.2. Analog zu Satz[[.5.3]ii) erhalten wir auch eine hinreichende
Bedingung fiir das Vorliegen eines Maximums in einem kritischen Punkt von f

in S =g~ ({0}).

Satz 7.9.2. Seipg € S requlir und sei pg kritischer Punkt von f mit Lagrange-
Multiplikator X = X(po) € R!, L = f + \g die zugehérige Lagrange-Funktion.
Falls

Hessp(po)(n,n) >0

fir alle n € T,,S\{0}, so ist py ein striktes relatives Minimum von f auf S.
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Kapitel 8

Integration im R"

8.1 Riemannsches Integral iiber einem Quader

Zur Definition des R-Integrals iiber einem n-dimensionalen Quader gehen wir
vollkommen analog vor wie im Fall n = 1; vgl. Abschnitt 6.2.

Definition 8.1.1. i) Ein n-dimensionaler Quader ist ein Produkt
Q= HL‘ ={z = (2")1<i<n; #* € L;, 1 <i<n}
i=1

von (offenen, abgeschlossenen, oder halb-offenen) Intervallen Iy,...,I,. Solch
ein (Q hat den Elementarinhalt

Q) = H|Ii|~

K
ii) Eine Zerlegung P = {Qk; 1 < k < K} eines Quaders Q = |J Qx in
k=1
disjunkte Teilquader Qi C Q, 1 < k < K, hat die Feinheit
op = 1ISI}€8éXK diam Qp,
wobei

diam Qy = sup |z—y|, 1<k <K,
Z,YEQK

den Durchmesser von Qj bezeichnet.

iii) Eine Funktion f: Q — R auf einem Quader Q heisst Treppenfunktion,
falls f eine Darstellung der Form

K
£=>"exan
k=1

195
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besitzt mit einer Zerlegung P = {Qx; 1 < k < K} von @ und Konstanten
c, €R, 1<k < K.

K
iv) Das Riemann-Integral (R-Integral) einer Treppenfunktion f = > ckXxqx
k=1

wie in iii) ist dann wie folgt definiert

K K
/Qf dp = /Q(kz_:lck XQk) dp = I;Ck w(Qk)- (8.1.1)

I

I

Bemerkung 8.1.1. Analog zu Bemerkung[6.2Tlist die Definition des R-Integrals
einer Treppenfunktion f: @ — R unabhingig von der gewihlten Darstellung

K
f =3 ¢k xo.; insbesondere dndert sich der Wert der Summe (8T nicht bei
k=1

“Verfe_inerungen” der Zerlegung, die wir wie folgt definieren.

Definition 8.1.2. Eine Zerlegung P = {Qj; 1 < j < J} ist eine Verfeine-
rung der Zerlequng P = {Qx; 1 < k < K} des Quaders Q, falls jedes Q); in
einem Quader Qi enthalten ist.

L || | |7 Qj

Iy

Beispiel 8.1.1. Seien P = {Qy; 1 <k < K}, R={S;; 1 <1< L} Zerlegungen
von (. Dann ist

P={QiNS; 1<k<K 1<I<L}
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Zerlegung von @, welche sowohl P als auch R verfeinert. (Vgl. den Beweis von
Lemma [6:211)

Sei @ C R™ ein Quader, f: @ — R beschrinkt. Analog zu Definition
konnen wir nun das R-Integral von f definieren.

Definition 8.1.3. i) Das untere, bzw. obere R-Integral von f sind erkldrt
durch

/f dp = sup{/ fe du; e Treppenfunktion; e < f},
Jo Q

bzw.

/f dp = inf{/ g dw; g Treppenfunktion; f < g}.
Q Q

ii) Die Funktion f heisst R-integrabel dber @, falls
[ 5= [ sdu= [ tan
Jo Q Q

Bemerkung 8.1.2. i) Analog zu Bemerkung[6.2.2] gilt (unter Verwendung von
Beispiel BIT]) fiir jedes beschrinkte f die Ungleichung

/Qfdué/Qfdu~

ii) Weiter ist f R-integrabel genau dann, wenn fiir jedes € > 0 Treppenfunktio-
nen e, g: Q — R existieren mit e < f < g und

/gduf/edu<e.
Q Q

Vollkommen analog zu den Sitzen [6.2.2] und [6.2.3] erhalten wir sodann die fol-
gende Aussage

Satz 8.1.1. Sei f € C°(Q). Dann ist f diber Q R-integrabel, und fiir jede Folge
(PU)1ex von Zerlegungen P = {Qg); 1 <k < KO} von Q mit Feinheit
opwy — 0 (I — o0) gilt fiir eine beliebige Auswahl von Punkten x,(cl) € Q,(Cl),
1<k< KW [eN, stets

KO KO

[ (X760 xgp) du= Y 1) w@) = [ 1 du (1> o0)
" k=1 Q

Q k=1

Weiter gelten Linearitdt und Monotonie des R-Integrals analog zu den Sitzen
6.3.11 und £.3.2] und wir erhalten die den Korollaren 6.3.146.3.3] entsprechenden
Aussagen.
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Satz 8.1.2. Seien f, f1, fa: Q@ — R beschrinkt und iber Q R-integrabel, und
sei o € R. Dann sind die Funktionen af, f1 + fo: Q@ — R tber Q R-integrabel,

und
KLMﬂduqéfdm

/Q(f1+fz) du/@fl du+/Qf2 dp.

Satz 8.1.3. Seien f,g: Q@ — R beschrinkt und R-integrabel, und sei f < g.

Dann gilt
[ rans [ gdn
Q Q

Insbesondere gilt fiir f € C°(Q) die Abschitzung

bzw.

[ 1 < 1 dussuplf]- @)

Q Q Q

(Beachte, dass gemdss Satz[811 fiir f € C°(Q) stets sowohl f als auch |f| diber
Q R-integrabel sind.)

Kombination von Satz[BI1.2] mit Satz RI.3] ergibt

Korollar 8.1.1. Seien f, fi, € C°(Q) mit fi, s f (k — o). Dann gilt
(k
[eas= [ o < [[15= 11 a1 flew-u@ “50,
Q Q Q
Schliesslich gilt auch Satz [6.3.3] analog.

Satz 8.1.4. (Gebietsadditivitit) Sei f: Q@ — R beschrinkt und diber Q) R-
integrabel, und sei P = {Qp; 1 < k < K} eine Zerlegung von Q in disjunkte
Quader Qk, 1 < k < K. Dann gilt

K
i — o
/qu ];Qkfu

8.2 Der Satz von Fubini

Soweit die Theorie; wie kann man jedoch das R-integral konkret berechnen?
Ausser im Falle von Treppenfunktionen gelingt dies mit den Mitteln aus Ab-
schnitt 8.1 allenfalls approximativ; vgl. Satz BI1.1]

Der folgende Satz hilft uns weiter.
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Satz 8.2.1. (Fubini) Sei Q = [a,b] x [c,d] C R?, und sei f € C°(Q). Dann

ilt
g /Qf du=/ab(/cdf(m,y) dy) dx:/cd(/abf(x,y) dz) dy.

D.h. das Integral von f dber Q kann iterativ durch 1-dimensionale Integration
bestimmt werden!

Beispiel 8.2.1. Sei Q = [0,1] x [0,27], f(x,y) = sin(y — x) € C°(Q). Nach

Satz B2 gilt
1 2
/ fdM:/ (/ sin(y — ) dy) dz = 0.
Q o “Jo

=0

Bemerkung 8.2.1. Die Voraussetzung f € C°(Q) in Satz B2l ist wichtig.
Insbesondere kann man fiir allgemeine (beschrinkte) Funktionen f: @ — R aus
der Existenz eines der iterierten Integrale nicht auf die Existenz der R-Integrale
fQ f du schliessen. Dies zeigt das folgende

Beispiel 8.2.2. Sei @ = [0,1] x [0,27] C R?,
f@,y) = xq(@) -sin(y —2): @ = R.
Es gilt

27 o
f(z,y) dy:xQ(zv)/ sin(y —x) dy =0
0 0

fiir alle z € [0, 1]; jedoch ist f iiber @ nicht R-integrabel, und auch fol f(z,y) dx
existiert fiir kein y € [0, 27].

Beweis von Satz[8.2.1. Seien
P={L;; 1<j<J}, Pb={ly; 1<k<K}

Zerlegungen von I = [a,b], bzw. Iy = [¢,d].

Die zugehorige Produktzerlegung
P=PxP={Qjr=15;x1Iy; 1<j<J 1<kE<K}
hat offenbar die Feinheit
op < ﬂmax{épl,(SPQ}.

Fir z € I setze

d
g(x) = / f(z,y) dy.

Behauptung g € CY(I3).
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Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium. Fiir (zx)ren € 1 mit zp — xo
(k — o00) gilt geméss Korollar [6.3.2]

d
l9(zx) — glzo)| = / (F(ary) — F(xoy)) dy

< sup |f(zg,y) — f(zo,y)|-|d—c| =0 (k— o0),
c<y<d

da f auf Q) gemiss Satz [A.7.3] gleichméssig stetig ist. O

Fiir beliebig gewéhlte Punkte x; € I1;, 1 < j < J, yp € Io, 1 < k < K, gilt
nun gemiiss Satz Bl bzw. Satz

(SataBLT) |,
[ du = lim fziy 1w(Q;
/Q 6P115p2—>0(j27k: ( J k) ( Jk) )

=I1j||12k]

J K
= lim Z lim (Zf(a:j,yk)\f2k|)'|11j|
k=1

(5131 _)0j=1 (5132—)0

Ee B2 4 (0 ,y) dy=g(a;)
J (SatzBZ3) [° b,
=l 3t iyl [ a@ar= [ ([ fa.y) iz) ae
Die 2. Identitét erhédlt man analog nach Vertauschen von x und y. O

Beispiel 8.2.3. i) Sei Q der Wiirfel Q = [0,1] x [0,1] = [0, 1]?. Mit dem Ad-
ditionstheorem e*¥ = % - e¥ und Satz B 2.1l erhalten wir

/Qe”y du/ol(/ole””+y dy) dx
/Ole‘”.(/oleydy) dx(/olez)Q(el)z.

ii) Ebenso erhalten wir bei geschickter Wahl der Integrationsreihenfolge und
Substitution

1, 1
/ ye® du = / (/ ye™Y dx) dy
[0,1] 0 o
— 1 Yy 1
(z—:y)/ (/ o dz) dy:/ (e —1)dy=¢e—2.
o Vo 0

Satz B2.1] gilt analog auch in héheren Dimensionen

Satz 8.2.2. Sei Q = [][ai, bi], f € C°(Q). Dann gilt

i=1

/Qfd,u:/:l(/ai?(...(/ainf(acl,...,x”) dx”)) dm2> dz!,

und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.

n
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Beispiel 8.2.4. i) Das folgende Integral kann elementar berechnet werden

/[0)1]3 zy? 2 dp = /01(/01(/011‘3/223 dz) dy) dx

1 1 1
111 1
= d - Zdy- Sdz==--. - =—.
/Oxmoyy/()2223424

ii) Im n#chsten Beispiel kommt es wieder auf die geschickte Wahl der Integra-
tionsreihenfolge an.

I 1 1
/ x?y cos(xyz) du :/ (/ ( / x2y cos(zyz) dz ) dy) dx
[0,7]x[0,1]2 0o Mo 0

(t=zy=)

J3¥ xcost dt=x sin(zy)

™ 1 g
z/ ( / zsin(xy) dy )da:z/ (1 —cosx) dr=m—sinT = .
0 0 0

—_———

(s::zy)fow sins ds=1—cosx

8.3 Jordan-Bereiche

Mit dem in Abschnitt 8.1 eingefiihrten Integralbegriff kénnen wir nun auch
gewisse krummlinig berandete Gebiete 2 C R™ “ausmessen”.

Sei Q C R™ beschrankt, Q C R"™ ein Quader mit 2 C @, xq die charakteristische
Funktion
1, z€Q

Xalr) = {O, sonst

Definition 8.3.1. Die Menge ) heisst Jordan-messbar, falls xq tber Q R-
integrabel ist. In diesem Fall ist

p(€)) = /Q Xa dp

das n-dimensionale Jordansche Mass von ).
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Bemerkung 8.3.1. Wegen Satz B1.4] ist die Definition B3] unabhingig von
der Wahl von Q.

Beispiel 8.3.1. i) Jeder Quader @ C R" ist Jordan-messbar.
K
ii) Die Vereinigung Q = |J Qy disjunkter Quader Q, 1 < k < K, ist Jordan-
k=1
K
messbar. (Die Funktion xo = > Xxq, ist als Treppenfunktion R-integrabel.)
i=1
iii) Der Rhombus
Q= {(z,y) e R* |z +]yl <1}
ist Jordan-messbar. Gemiss Satz 827l gilt

1 1 1
/ xa du® =/ (/ xa(z,y) daf) dy = 4/ (1—y) dy=2.
[-1,1]2 -1\ 0

Wir kénnen also den Flicheninhalt von € berechnen, indem wir die die Lingen
der Schnittmengen Q, = {z; (z,y) € Q} bestimmen und bzgl. y aufintegrieren
(“Cavalierisches Prinzip”).

K

Definition 8.3.2. Ein Q = |J Qx mit disjunkten Quadern Qi, 1 < k < K,
k=1

heisst Elementarfigur.

Bemerkung 8.3.2. i) Gemiss Beispiel B31lii) sind Elementarfiguren Jordan-
messbar.

ii) Ein beschrianktes 2 C R"™ ist geméss Bemerkung RI.2ii) Jordan-messbar
genau dann, wenn zu jedem € > 0 Elementarfiguren E,G C R" existieren mit
ECQCGund

WG\E) = p(G) — p(E) <, (8.3.1)

also wenn

(o) = 0.
In diesem Fall gilt

w() = inf{p(G); G O N ELFig.} =sup{u(F); E C Q ELFig.} (8.3.2)

Beweis: Zum Beweis der Messbarkeit von 2 geniigt es offenbar, in Bemerkung
B12lii) Treppenfunktionen e < yqo < g mit Werten 0 oder 1 zu betrachten, also
e =Xg, g = x¢ fir Elementarfiguren £ C Q C G. Weiter gilt in diesem Fall
XG\E = XG — XE»
also
W(G\E) = (@) — p(E),
und B3] folgt. Die Identitit (B32) ergibt sich analog aus Definition B3
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Schliesslich gilt ©(0€2) = 0 genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine Elementarfigur
U C R" existiert mit 9Q C U und pu(U) < e. Dann sind

E=0\U, G=QuUU

Elementarfiguren mit £ C Q@ C G, und U = G\ E, also

WG\E) = p(U) <,

und umgekehrt.

Beispiel 8.3.2. i) Sei v € C%([a,b]), 1 > 0. Dann ist die Menge
Q=0y={(z,y) €eR* a<az<b 0<y <y(2)}
Jordan-messbar, und

b
u(S) = [ wia) da.

(Es geniigt anzunehmen, dass ¢ € Cp,,([a,b]) stiickweise stetig ist.)

Beweis: Die Funktion v ist geméss Satz [6.2.2] R-integrabel; also existieren zu
vorgegebenem € > 0 gemiss Bemerkung[6:2.211i) Treppenfunktionen e, g: [a, b] —

R mit 0 <e <1 <gund
b b
/gdm—/ e dr <e.

Die Funktionen e und g definieren Elementarfiguren £ = Q. und G = Q, mit
EcCQCG, und

u(G)/abg dx, u(E)/abed:c.

Also ist = Q, Jordan-messbar geméss Bemerkung [R311ii) und

b b
w(Q) = inf{p(G); G DN Elfig} = / Y dr = / P dx.

ii) Seien a,b >0, ¥(x) = by/1 — z—z € C%[—a,a]). Dann ist
Qy = {(z,y) € R?; |2 <

22

={(zy) eR% 5+
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der obere Teil einer Ellipse mit Halbachsen a und b. Mit i) folgt

@ 2 r=a sin /2
w(Qy) = / by/1— x—z dz == g cos? ¢ dp = T ab.
—a a 777/2 2

Unter Verwendung von Satz [R.2.2] erhalten wir ein analoges Resultat auch in
hoheren Dimensionen.

iii) Sei @' € R"! ein (n—1)-Quader, ¢ € CJ,(Q’), ¢ > 0. Dann ist die Menge
Qy ={(@",2") e R"; 2’ € Q', 0 < 2" <y(a')}

Jordan-messbar, und mit Satz folgt
(@) = [ 66 dis ().

Der Deutlichkeit halber bezeichnet hier p,, das n-dimensionale Jordansche Mass.

iv) Insbesondere erhalten wir fiir Q' = [—1,1]?,

Y(z,y) = Vmax{0,1 — 22 — 42} € C°(Q"),
die obere Halbkugel
Qp = {(z,y,2) €R?; 2* +y* + 22 <1, 2> 0}.
Mit iii) sowie Satz B21] folgt

1 V1—22

)= [ vt = [ ([ VT ) de

=v1—x?sin ! /2 2
(y=vie* gp)/ (1—x2)(/ cos® dgo) da::g.
-1 —m/2

~—_———
=7/2
Schliesslich definieren wir noch das R-Integral iiber Jordan-messbare Bereiche.
Sei 2 C R™ geschriankt und Jordan-messbar, f: 0 — R beschréinkt, und sei
@ C R ein Quader mit Q C Q.

Definition 8.3.3. f heisst R-integrabel iiber Q, falls die durch f(x) =0 fiir
x € Q\Q fortgesetzte Funktion f iber Q) R-integrabel ist, und

/Qfdu :=/Q?du.

Bemerkung 8.3.3. Wegen Satz B.1.4]ist die Definition unabhéngig von Q.

Mit Satz BZ2T] bzw. Satz B2Z2 kénnen wir fiir Mengen 0 = ,, wie in Bei-
spiel B:3.2] das Integral aus Definition B.3.3] auf iterierte 1-dimensionals Integrale
zuriickfithren.



8.4. DER SATZ VON GREEN 205

Beispiel 8.3.3. i) Sei 0 < € C%[a,b]), f € C°(y), wo

Qp={(z,y) eR* a<z<b 0<y<Y(x)}

(Dies gilt fiir Treppenfunktionen ) gemiss Satz[B2.1] also auch fiir (stiickweise)
stetige Funktionen .)

ii) Speziell fur ¢(z) = by/1 — Z—s € C%[—a,a]) wie in Beispiel und die
Funktion f(x,y) = y erhalten wir

[y [ [ v [

8.4 Der Satz von Green

Dann gilt

Falls Q C Q C R? glatt berandet, und falls f von der Form ist

h(?g

f_ax Ay

mit g,h € C1(Q), so lisst sich das Integral von f iiber € auf ein Randintegral
zuriickfithren.

Beispiel 8.4.1. i) Sei Q = [a,b] x [¢,d], g € C1(Q). Mit Satz B2l folgt

/ 99 du /ab(— /Cd %(a?,y) dy) dx = /ab(g(x,c) — g(z,d)) da.

Analog erhalten wir fiir h € C*(Q) die Gleichung

= ([ Fwwas) av= 000 =100) 2

also
Oh  0Og /
—— =) du= (9dx + hdy) = / (gdz + hdy),
/Q(@x 83/) Yit+v2—v3—Y4 0Q
wobei
71(]") = (x,c), 73(56) = (Jf,d), a<zx< ba
sowie

Y2(y) = (b,y), 1Y) = (a,y), c<y <d

den Rand von 0@ parametrisieren. Die Teilstiicke 71, ...,74 werden dabei so
aneinander gehéngt, dass der zusammengesetzte Weg 71 + 72 — 73 — 74 eine
Parametrisierung von 0@ ergibt, die so orientiert ist, dass ) stets zur Linken
des Weges liegt.
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ii) Insbesondere erhalten wir bei Wahl von g¢(z,y) = —y, h(z,y) = 0 den
Flacheninhalt

b
u(Q)/Qay du:/ (9(z.¢) — g(z,d)) dz = (b— a)(d — o)

Analog kénnen wir fiir eine grosse Klasse von Gebieten argumentieren.

Definition 8.4.1. i) Q C R? heisst Normalbereich bzgl. y der Klasse C?,
falls
Q= {(z,5) €R% a<z<b ¢(z) <y < ()}

fiir geeignete —oo < a < b < oo und mit Funktionen ¢ < 1 € C'([a,b]). Analog
definieren wir einen Normalbereich bzgl. x, bzw. der Klasse C’;w, CF, etc.

ii) © C R? heisst Normalbereich, falls Q sowohl bzgl. x als auch bzgl. y ein
Normalbereich ist.

Beispiel 8.4.2. i) Ein bzgl. der Achsen gedrehter Quader ist ein Normalbe-
reich der Klasse C,,.

ii) B1(0) = {(z,y) € R% |y| < V1 —22, |z| <1} C R? ist ein Normalbereich
der Klasse CY.

iii) Der Kreisring B>\ Bj(0) ist kein Normalbereich.

Definition 8.4.2. Ein Gebiet O C R" ist von der Klasse C! (bzw. C’;w,
C*), falls zu jedem Punkt p € 0Q Koordinaten (z',2™) € R" ! xR, ein Quader
Q' Cc R" L, eine Umgebung W = Q' x|e, d[ von p und eine Funktion 1 € C1(Q")
(bzw. ¢ € CL,(Q"), ¥ € C*(Q")), existieren, so dass

QNW ={(a',2") e R"; 2’ € Q', c<y<¢(z)}.

" €R

Beispiel 8.4.3. B;(0) C R? ist von der Klasse C* fiir beliebiges k > 0.
Die folgende elementare Beobachtung wird spéter entscheidend benutzt.

Bemerkung 8.4.1. i) Jedes Gebiet  C Q C R? der Klasse C,, kann man in
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endlich viele disjunkte Gebiete Qq,...,Qp € C;w zerlegen, wobei jedes €); ein
Normalbereich ist bzgl. geeignet gewiahlter Achsen.

ii) Selbst fiir © € C" sind die Gebiete €; in der Regel nur von der Klasse Cj,,,.

Beispiel 8.4.4. i) Q = B;(0) und
ii) = B2\ B1(0) sind in endlich viele disjunkte Normalbereiche zerlegbar.

Satz 8.4.1. (Green) Sei Q C Q C R? von der Klasse C,

pw?
C*(Q). Dann gilt
oh  0Og
.G ay) 2= flote

wobei der Rand von ) so parametrisiert wird, dass Q) zur Linken liegt.

und seien g,h €

Beweis. i) Sei zunéchst 2 ein Normalbereich, d.h. insbesondere

Q={(z,y); a <z <b, p(r) <y < ()},
wobei a < b, ¢ < 1) € C},([a,b]), und sei h = 0. Mit Satz B2l folgt

/Q<_gZ) dp = /ab<_ /1:) %(%y) dy) dx

@
b
~ [ (ol @) gl w(a) da.
Parametrisiere 02 = v1 + 2 — 3 — 74, wobei
71(2) = (7,0(2), a <z <b, y2(z) = (by), (b) <

73(1') = (LE,’I/J(I’)), a<z< bv 74(1') = (a,y)v (p(a) <
Sei A die 1-Form A = (g,0). Dann gilt

/)\:/ gdx:/gdx—/gdx
oQ Y1i+v2—Y3 =74 Y1 3

b

-/ ’ ol () o — | st vta) da

a

/Q<_ggg/> dﬂz/@ggdm.

ii) Analog zu i) erhalten wir im Falle g = 0 fiir b € C'(Q2) nach Vertauschen
von x und y unter Beachtung der Orientierung von 952 die Identitét
oh
- du= [ hdy;
o Oz o0

oh  0Og /
==— — =) du= dx + hdy) ,
/sz (890 8y> a asz(g 2

< (b),
< .

y
y < Y(a

d.h.

zusammen also

wie gewiinscht.
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iii) Zerlege Q = Q; U--- Uy, in disjunkte Normalbereiche. Beachte, dass jede
innere Randkomponente 7 zu genau zwei Gebieten ., €; gehort und als Teil
von 02 mit der entgegengesetzten Orientierung durchlaufen wird wie als Teil
von 0€);; die entsprechenden Wegintegrale heben einander also auf. Es folgt

Oh g\ .~ [ (Oh 9y
/Q(axay)d”;/m(amay)d
L
=> / (gdx + hdy) = / (9dz + hdy).
1=1 /0%

oQ
O

Beispiel 8.4.5. i) Mit g(x,y) = —y, h(z,y) = 0 erhalten wir wie in Beispiel
BATlii) fiir ein beliebiges beschriinktes Gebiet Q C R? von der Klasse C},, den

Flacheninhalt
dg
Q:/ ——=)d :/ gdx:—/ y dx.
o Q( 629) K a0 0

Analog ergibt die Wahl g = 0, h(x,y) = x die Formel

n(€)) = @d/ﬁ:/ hdy:/ x dy,
o Oz 00 20

und Kombination dieser Gleichungen liefert

w(Q) = 5/69@ dy —y dz).

ii) Fiir Q = B;(0) mit der Parametrisierung () = (cost,sint)?, 0 < ¢t < 27,
des Randes ergibt i) den Wert

p(Bi0) =3 [ (wiy—yie) =5 [ (o

1 [ —sint
= 7/ (—sint, cost) dt = .
2 Jo cost

Statt als Koffizienten einer 1-Form kénnen wir die Funktionen g und h in Satz
B4 auch als die Komponenten eines Vektorfeldes v = (g,h)t € C1(Q;R?)
auffassen. Setzen wir noch in diesem Fall

so nimmt Satz [R4.1] die folgende Gestalt an.

Satz 8.4.2. Sei Q C R2? beschrinkt und von der Klasse C}

— wap?
CH(Q;R?). Dann gilt
/rotvdu:/ v~d_:s,
Q a9

wobei O so orientiert durchlaufen wird, dass 2 zur Linken liegt.

und sei v €
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Satz B.4.2] liefert insbesondere ein Kriterium fiir konservative Kraftfelder.

Definition 8.4.3. Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C;w; weiter set
Q wegzusammenhdngend. Dann heisst 2 einfach zusammenhingend , falls

0 nur eine “Komponente” hat.

Beispiel 8.4.6. i) B;(0) ist einfach zusammenhéngend.
ii) B3(0)\B1(0) ist nicht einfach zusammenhingend.

Bemerkung 8.4.2. Eine andere Charakterisierung einfach zusammenhéngen-
der Mengen Q C R? ist oft niitzlich. Sei v € C1([0,1];Q) “geschlossen” mit
~7(0) = 4(1) und ohne Selbstschnitte; d.h., y(s) # (¢) fir alle 0 < s < ¢ < 1.
Nach dem “Jordanschen Kurvensatz” berandet v ein beschrénktes Gebiet €2, C
R?. Die Relation 2, C © gilt nun genau dann fiir alle derartigen Kurven, wenn
Q einfach zusammenhéngend ist. Beispiel R.4.8]illustriert diesen Zusammenhang
auf einfache Weise.

Satz 8.4.3. (Poincaré) Sei Q C R? in C;w beschrankt, zusammenhdngend
sowie einfach zusammenhingend, und sei v € C1(Q;R?). Dann sind dquivalent

i) v ist konservativ,
ii) rot v = 0.

Beweis. i) = ii) Nach Satz besitzt jedes konservative Vektorfeld v €
C1(Q;R?) ein Potential f € C?(Q) mit v = V£, und

_00f/dy) o(f/ox) _ *f  Pf _
rot Vf = Ox B y -~ 0z0y B oydx

nach Satz [[.5.11

ii) = i) Sei v € C1([0,1];9) ein geschlossener Weg in 2 ohne Selbstschnitte,
2, das von ~ berandete Gebiet. Nach Bemerkung gilt Q, C Q, und die
Annahme rot v = 0 zusammen mit Satz ergibt

/v~d_:s:/ rot v dy =0,
¥ Q

~

wie gewiinscht. O

Yy +sinx

Beispiel 8.4.7. i) Sei v(z,y) = (x + cosy

> € C*(R% R?).
Jede Kugel Bg(0) C R? ist einfach zusammenhéngend, und

rot v = —

O(y + sinz) n O(z + cosy)
oy ox

Also ist v konwervativ nach Satz [BZ43 (Die Funktion

=0.

f(z,y) = zy +siny —cosz, (z,y) € R?,
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ist ein Potential fiir v.)

ii) Sei v(z,y) = wziiyz (—y,z)" € CY(R?*\{0}; R?). Es gilt

2 2(z* +°)

rot v = 21 — @212 =0,

jedoch ist Bg(0)\{0} nicht einfach zusammenhéngend fiir R > 0.
In der Tat gilt fiir y(¢) = (cost,sint)?, 0 <t < 2m:

27 . .
/v~ds:/ (—smt) . <—s1nt> dt = 27 £ 0;
~ 0 cost cost

d.h. v ist nicht konservativ.

Auf der einfach zusammenhingenden Menge R?\{(z,0); = < 0} besitzt jedoch
v die Argumentfunktion

flz,y) = arctan(g>
x
als Potential.

Weiter gilt auf jedem einfach geschlossenen stiickweise C'-Weg 7: [0,1] —
R?\{0} mit 0 ¢ 25 nach Satz BZT]

/v~d_:9:/ rot v du = 0.
7 2

5

8.5 Substitutionsregel

Gibt es eine zur Substitutionsregel Satz analoge Regel in R™? Wird ins-
besondere eine messbare Menge 2 C R™ bei “Transformantion” mit einer Ab-
bildung ® € C''(Q; R™) wieder in eine messbare Menge ®((2) {iberfiihrt?

Wir betrachten zunéchst lineare Abbildungen.

Beispiel 8.5.1. i) Sei Q C R? ein Quader, R: R? — R? eine Rotation. Dann
ist R(Q) ein Normalbereich, und gemiiss Satz [R.41] gilt

WRQ) =5 [ wdy-yio=3 [ (f)ds
oy oy

wobei v € C},,([0,1];R?) eine mit der Orientierung vertréigliche Parametrisie-
rung von 9Q ist. Identifizieren wir (z,y)! € R? mit x + iy € C, so kénnen wir
den Vektor

(—y,2)' = —y +iz = i(z + iy)
als den um 90° gedrehten Ortsvektor auffassen. Bezeichnen wir diese Drehung
mit ¢ und beachten wir die Vertauschungsrelation Roi = 1o R sowie die Beziehung
4 (Row)(t) = R¥(t), so erhalten wir

/Rm (;y>.d2/Ol(ioRO’V)(t)'i(Rw)(t)) dt/ol(Roioy)(t).(R"Y(t)) dt .
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Da das Skalarprodukt im IR? unter Drehungen invariant ist, folgt schliesslich
1 1

WR@) = [ (Reion)) (Ri®) dt= [ (i09)()5(0) dt = (@)
0 0

ii) Analog gilt fiir einen Quader @ C R? und eine beliebige Drehung R die
Gleichheit p(R(Q)) = (@), da man R als Produkt von Drehungen um eine
Koordinatenachse schreiben kann; ebenso im R™, n > 3.

iii) Sei A: R? — RR? eine Scherstreckung mit Matrixdasrtellung A = (i\ S),
und sei Q der Quader @ = [a,b] X [c.d]. Falls v > 0 ist dann

AQ ={(z,y); a <z <b, e +vec<y< I +vd}
ein Normalbereich, und mit Satz B2]] erhalten wir
b
W(AQ) = [ Ivl1d | do=lv|lb ol d ] = detA] n(Q)

Diese Formel gilt offenbar auch fiir beliebige ¥ € IR und ebenso in héheren

1 0 ... 0

Dimensionen fiir Transformationen A = 0 e :R" — R"™, und
: 01 O
0 ... 0OX v

wir erhalten die Identitét

§(AQ) = |det A| 1(Q)-

fir jeden n-Quader Q. Mit ii) gilt diese Formel auch fiir Drehungen. Weiter
konnen wir jede Jordan-messbare Menge durch Elementarfiguren annihern und
erhalten so die obige Beziehung fiir jede Jordan-messbare Menge () anstelle von

Q.

iv) Schliesslich lédsst sich jede n x n-Matrix A mit der Q) R-Zerlegung darstellen
als Produkt A = RSjo---0S} einer Drehung R und Scherstreckungen 51, ..., Sr.
Mit ii) und iii) erhalten wir dann fiir jede lineare Abbildung A: R™ — R" und
jede Jordan-messbare Menge 2 C R™ die Beziehung

L
W(AQ) = (RS, 0+ 0 S1()) = |det B[] |det Si| u(€) = |det A| n(Q).
=1

Ahnliches gilt auch fiir Transformationen mit ® € C*(€; R"). Da wir aber
(im Unterschied zum Fall n = 1) fiir n > 2 im Massbegriff keine Riicksicht auf
die Orientierung nehmen, miissen wir die Klasse der zulédssigen Abbildungen
einschranken.

Definition 8.5.1. Sei U C R" offen, ® € C*(U;R"™). Die Abbildung ® heisst
ein Diffeomorphismus von U auf ®(U) =V, falls ® injektiv ist und falls die
Umkehrabbildung ¥ = &~ € C*(V;R").
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Bemerkung 8.5.1. Mit dem Umkehrsatz folgt, dass eine Abbildung ® € C*(U;R")
genau dann ein Diffeomorphismus ist, wenn @ injektiv ist mit

det(d®(xg)) #0, Vage U.

Beispiel 8.5.2. i) Eine lineare Abbildung A: R™ — R"™ mit Matrixdarstellung
A ist ein Diffeomorphismus genau dann, wenn det A # 0.

ii) Eine Abbildung g € C'(Ja,b[) mit ¢’ > 0 ist gemss Satz .22 ein Diffeomor-
phismus auf g(]a, b[).

iii) Die Abbildung f: R? — R? aus Beispiel [[.6.1] mit

x2—y2 2 . 2
f(x,y)—< 2y )—z , V(z,y) =z=x+1iy € R".

liefert einen Diffeomorphismus ¢ = f|]RQ : R2 — R*\{(z,0); = < 0}, wobei
T
R% = {(z,y); = > 0}.

Satz 8.5.1. (Transformationssatz) Sei U C R" offen, ¢ € CHU;R") ein
Diffeomorphismus von U auf V.= ®(U) C R", und sei Q C Q C U beschrdinkt
und Jordan messbar. Dann ist ®(Q) Jordan messbar, und

H(B(Q)) = /Q (det(d®(z))] du(z).

Beweis. i) Wir zeigen zunéchst, dass ®(£2) Jordan messbar ist. Nach Bemer-
kung B3 T1ii) geniigt es zu zeigen, dass man zu jedem e > 0 eine Elementarfigur
F. C R" finden kann mit 9(®(Q2)) C F. und u(F,) <e.

Da @ ein Diffeomorphismus ist, bildet ® innere Punkte von ) ab auf innere
Punkte von ®(£2), ebenso innere Punkte von U\ auf innere Punkte des Kom-
plements, und umgekehrt; also folgt

A(®(Q)) = B(AN).

Da Q Jordan messbar, gibt es zu jedem € > 0 eine Elementarfigur F, mit 992 C
E. C R" und pu(Ee) < €. Indem wir R™ mittels eines Gitters der Kantenldnge §
in Wiirfel zerlegen, kénnen wir annehmen, dass E. die Vereinigung disjunkter
derartiger Wiirfel W; ist, 1 <1 < L, mit u(E.) = L™, und weiter, dass E. C
E.,CK =K CU fiiralle 0 < € < ¢, fiir ein ¢y > 0 und ein kompaktes K C U.

Nach Satz [£.2.3] existiert C' > 0 mit

sup |d®(z)| < C < 0.
reK

Fiir 1 <1 < L folgt
1

sup |®(z) — ®(y)| < / ‘dfb(m + Iy — x))‘ lz —y| d¥ < Cy/né ;
0 — I~

z,yeW,
EWICK </né
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d.h., ®(W)) ist enthalten in einem Wiirfel V; der Kantenldnge C7J mit einer von
€ unabhéngigen Konstanten C. Somit gilt

L L
a(@() =20 c | Jew) c|JVi=F.
=1 =1

mit

L
n(F) < u(V) < LOJ6™ = Cu(B,) < Cie.
=1

ii) Sei xzp € Q, und sei A: R™ — R™ die Abbildung
Az = ®(z0) + d®(z0)(z — z0) -

Da ® nach Annahme an der Stelle xg differenzierbar ist, gilt

7@@) — Alz) =0 (z = x0)
|z — x| '

Fiir einen Wiirfel W um xg der Kantenlénge 6 > 0 folgt
sup,cw |2 (z) — A7)

)
Da die Seiten des Parallelepipeds AW einen (n — 1)-dimensionalen Inhalt pro-

portional zu 6"~ ! haben, kénnen wir daher abschiitzen
|(@(W)) — |det(d®(z0))| p(W)| _ [(@(W)) — n(AW)]
on on

=0 (6—=0).

—0 (06 —0).

iii) Fiir jedes 6 > 0 zerlege R™ in Wiirfel der Kantenldnge 4 mittels eines
achsenparallen Gitters. Zu ¢ > 0 wihle § > 0 so klein, dass die Elementarfigur

L

E. = |J W, bestehend aus den Wiirfeln W des Gitters mit W N 9Q # 0, die
1=1

Bedingungen

N CE.CK, u(E) <e, 0(®(Q)) C ®(E,) C Fe, p(Fe) < Ce

gemiss i) erfiillt. Die Menge Q. = Q\E, ist dann ebenfalls Vereinigung von
Wirfeln Wi, l=L+1,..., M, wobei M < C0~™, und gemiiss ii) gilt

M M
p@©Q) = > (@) = Y (|det(dd(@))| u(Wi) + F)
I=L+1 I=L+1
mit
M
R:= l:;l |R)| < Co L+r1ng>éM\Rl| —0 (6 —0).

Bei festem E, konnen wir § durch 27%§ mit beliebigem k& € N ersetzen. Im
Limes k — oo ergibt Satz [R1.1] dann die Beziehung

() = /

|det (d®(x))| dpu,
Qe
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und wir erhalten

(D)) — /Q (det(dB(z))]| du(x)
— (@) - u(@(0.) - [ |aet(a(o)]

Q\Q.

Da
D(Q) CP(Q) C D(Q)UF,,

erhalten wir fiir die Fehlerterme einerseits die Abschéitzung
0 < u(() — p(®(Q) < p(F) < C e
andererseits gilt
0< / |det (d®(x))| du < / |det (d®(x))| du < Cu(E.) < Ce .
Q\ Qe E N~——
<c

Der Satz folgt nach Ubergang zum Limes € | 0.
O

Beispiel 8.5.3. i) Sei ¢ € C'(]Ja,b[) mit ¢’ > 0 ein Diffeomorphismus auf
g(Ja,b]) =lc,d] gemiss Satz 5.2.2, und seien a < z9 < 1 < b, so dass Q :=
Jzo, z1[C © C U =]a, b[. Dann gilt

9(Q) =lg(x0), g(z1)[;

und

1(9()) = glar) — glao) = / " g do = / " \det(dg(x))] da

Zo 0

Im Limes zy | a oder 1 1 b kénnen die auftretenden Terme divergieren. Wihlen
wir g(z) = log(z): R4+ — R, so erhalten wir beispielsweise “u(g(]0,1[)) = 00”.

ii) Polarkoordinaten. Die Abbildung

O(r,6) = (TC980> , r>0,0<0<27
rsiné
erfiillt geméss Beispiel [[L7.11iii) die Gleichung
det(d®(r,0)) =r.

Fiir Br(0) = ®(]0, R[x]0, 2x[) U {(z,0); —R < x < 0} folgt

27 R
u(Bgr(0)) = lim r du(r,0) = / (/ T dr) df = TR*.
&0 le,R[x]e,2m—e] 0 0

=R2/2

Analog zu Satz R5.]] erhalten wir auch eine zu Satz [6.1.5] analoge Regel fiir
Integrale.
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Satz 8.5.2. (Substitutionsregel) Sei U C R" offen, ® € C*(U;R") ein
Diffeomorphismus von U auf V.= ®(U) Cc R", Q C Q C U beschrinkt und
Jordan messbar, und sei f: ®(Q) — R beschrankt und R-integrabel.

Dann ist die Funktion (f o @) - |det(d®)| : Q@ — R ebenfalls R-integrabel, und es
gilt
fdu= [ (708)-ldet(a®)] dn

()

Beweis. i) Sei f eine Treppenfunktion (TF)

b
f= Z €iXQ;
j=1

mit disjunkten Quadern @; C R", wobei
J o
e clJoclo cv
j=1 j=1

Gemiiss Satz B5.1], angewandt auf ¥ = &1, ist fiir jedes j die Menge
Q; =27(Q;)NQ

Jordan-messbar. Weiter sind die Mengen €2y, ...,€); disjunkt und iiberdecken
Q. Mit Satz [B.5.1] erhalten wir nun

J
fdp= ;cju(czj Ne(Q))

=2(2;)

J
:;cj /Qj |det(d®)| du=/9(fo<1>)|det(dq>)\ dp.

B(Q)

ii) Fiir eine beliebige beschrinkte, R-integrable Funktion f: ®(2) — R folgt
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nun mit wenig Miihe
fdu:sup{/ edu;egf,eTF}
°(Q) 2(2)
i sup{/ (e o @) |det(d®)| du; e< f, e TF}
Q
< [[(ro®) ldettaw)] du< [ (o) det(a®)] d
<int{ [ (go@)ldet(@®) dus £ <9, g TP} == [ fau.
Q >(Q)

Die Ausfithrung der Details sei dem Leser {iberlassen.

O

Beispiel 8.5.4. Die Funktion f(z) = e*": R — R hat keine elementar bere-
chenbare Stammfunktion. Mit Satz[B.5.21kénnen wir jedoch das Integral ffooo e~ dx
explizit bestimmen.

Nach Fubini (Satz B21]) gilt

(/jo e dx)2 - (/oo e d:c) (/Oo eV dy)

o0 — 00

o0 o0 2 2 2
:/ / e~ YY) dz dy :/ e " du,
—o0 J —o0 R?

wobei r? = 2?2 +y?. Gemiiss Satz[8.5.2 erhalten wir nach Einfiihrung von Polar-
koordinaten entsprechend Beispiel B:5.3lii) fiir den letzten Term den Ausdruck

2m o]
/ e dp = / (/ re™" dr) do =7 ;
R? 0 0

=1/2

also gilt

/ e dr = /7.

— 00

8.6 Oberflichenmass und Fluss-Integral

Die Sitze B5Tund B5.2] zeigen einen natiirlichen Weg auf zur Definition des In-
halts von reguliren Flichenstiicken im S C R® und Oberfliichenintegralen. Dazu
bendétigen wir lediglich ein Konzept, welches den Begriff des Diffeomorphismus
in geeigneter Weise auf Abbildungen ®: R? D Q — S C R? verallgemeinert
(und analog in hoheren Dimensionen).

Definition 8.6.1. Sei U C R? offen, ® € C1(U;R?) injektiv. Falls d®(z) fiir
alle x € U den (mazimalen) Rang 2 hat, so heisst @ eine lokale Immersion.
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Beispiel 8.6.1. i) Sei U C R? offen, ® € C'(U;R?) Diffeomorphismus auf
V = ®(U) C R?. Fassen wir R? auf als den Unterraum R? x {0} C R3, so ist
®: U — R3 lokale Immersion.

ii) Sei ® € C'(R%; R?) gegeben mit

1 2z
d(r,y) = —— 2 . (z,y) € R%
(z,9) e l_ny_yQ (z,9)

Da
(22)* + (29)* + (1 -2 —y*)* = (1 + 27 +4°)°,
gilt |®(z,y)| = 1; d.h.,

®: R? = 5% = {(z,y,2); 2 +y* +22=1}.
Behauptung & ist Immersion.

Beweis. Betrachte fiir festes (z,y) € R? die Matrix

A= (<I>, Z—i, g—qy))(x,y)

Wegen Antisymmetrie der Determinante gilt

2z 2 0 1
det(A) = det 2y 0 2 |
W 1—22—y* -2z —2y (14 a2 +y?)°
Es folgt
4(1 — 2% — y?) + 822 + 8y 4
det(a) = L V) H S T B 0,
(1+a2+1y2)3 (1+ a2 +y2)2

und Rang(d®(z,y)) =2, V(z,y) € R%

Zudem ist ® injektiv. Die Kreise S} = {(z,y); 2? + y? = r?}, r > 0, werden
namlich bijektiv auf die Breitenkreise mit der konstanten z-Komponente z =
(1 —72)/(1 + r?) abgebildet, welche streng monoton mit r fillt. O

Sei U c R? offen, ® € C*(U;RR?) lokale Immersion. Weiter sei 2 ¢ Q Cc U
beschréinkt und Jordan messbar, S = ®(Q) C R? das durch ® parametrisierte
Flachenstiick.

Zur besseren Unterscheidung wéhlen wir im folgenden meist die Bezeichnungen
(u,v) € U C R2, bzw. (z,y,z) € R3 fiir die Koordinaten im Urbild- und
Zielraum.

Definition 8.6.2. Der 2-dimensionale Flicheninhalt von S (bzgl. ®) ist

12 () :z/do ::/ |D,, X @] dp(u,v),
s Q
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wobei ®,, = ‘3—3, etc, und mit
do := |, X ®,| du(u,v),

dem skalaren Fliacheninhalt bzgl. ®.

Bemerkung 8.6.1. i) |®, x ®,| ist der Inhalt des von den Vektoren &, und
®,, aufgespannten Parallelogramms.

ii) Falls ®(U) C R? (oder falls wir zu gegebenem w = (u,v) € U Koordinaten
(z,y, 2) fiir R wihlen, so dass ®,(w), ®,(w) € R? x {0}), so gilt

[Py X @y | (w) = |det(dP(w))|;
die Definition ist somit konsistent mit Satz B.5.11

iii) Allgemein gilt
|, x @, = /det(g),

wobei )
o,° @,
—dot dp = ( % v
g ~~ <Q>u B, |®,)? )
((I)1L-,q>v)
die von ® induzierte Gramsche Matrix (Metrik) bezeichnet.
Beweis: In geeigneten Koordinaten gilt d®(w): R? — R? x {0} @ R%
D, X | (w) = |det(dP(w))| = |det(dD" (w))]

= \[det (A%t (w)) - det(dB(w)) = \/det(g).

Bemerkung 8.6.2. Aus Satz folgt mit Bemerkung B6.1liii), dass der
Fliacheninhalt po(S) von der Parametrisierung unabhiingig ist.

Beispiel 8.6.2. Sei ® € C'(IR?; S?) mit

1 2u
P(u,v) = —F5——> 2v . (u,v) € R,
I+u+v 1—u2 — o2
wie in Beispiel B.G.Ilii) mit
4

[ x B = [det (2, B, B0)| = G-

Es folgt

4
2 == @u @ru _—/ = a __ a\n
w2(S?) /1&2‘ X D, dp(u,v) e (L2 + 0772 dp(u,v)

27 s}
_ / ( / _Ardr ) do = 4.
0 o (L+7%)2
—_————

oo
— oo ds

__ 2
=2 fo (14s)2 ~  1+s

s=0
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Wir kénnen nun auch stetige Funktionen iiber regulidre Flachenstiicke integrie-
ren.

Definition 8.6.3. Sei U C R? offen, ® € CYU;R3) lokale Immersion,
Q C Q CU beschrinkt und Jordan-messbar, und sei S = ®(€2) das zugehdrige
Flichenstiick im R3, f: S — R stetig. Dann ist

/fdo :=/<fo<1>> B0 x By| dulu,v)
S Q

wohldefiniert (unabhdingig von P ).

Beispiel 8.6.3. Fiir ®,5 = S? wie in Beispiel R.6.2lund f(z,y, z) = 22 erhalten

/fdu:/(fo(b)-\q)uxév|du
52 R2
—/ (M)Q I S
- JRe 1+ u?+0? (1+u?+v2)? a
—_———

2
_ 2 _ _ 2 _ 4
_(1+u,2+112 1) _(1+u2+u2) l+u2+1)2+1

7/ ( 16 16 . 4 ) a
B (IT+u2+v2)*  (T4u+02)3 " (1+u2+02)2 K
27
8 ds 8 ds 2 ds 47
/ / 1+ )7 (1+s)3+(1+s)2)d9_?'
Sei U C R? offen, ® € C1(U;R?) lokale Immersion, Q, S = ®() wie oben, und

sei w € Q. Da d®(w) den Rang 2 hat, spannen die Vektoren @, (w) und @, (w)
den Tangentialraum auf an S im Punkt p = ®(w), d.h.

T,S = {d®(w)¢; ¢ € T,R? 2 R?} = span{®,(w), ®,(w)}.

Durch Auswahl eines Normalenvektors n = n(p) € R?® mit n(p) L 7,5
konnen wir 7,5 orientieren, d.h. “oben” und “unten” definieren. Offenbar
gibt es genau zwei Moglichkeiten, am Punkt p einen auf Linge 1 normierten
Normalenvektor festzulegen; mittels der Parametrisierung ® erhalten wir insbe-
sondere

d, x 0,
n=——
| Dy, X D, |

als eine kanonische Wahl.

Fiir ein (in einer Umgebung W von S erklirtes) Vektorfeld K = (P,Q, R)"
C1(W;R?) deuten wir die Normalkomponente (K - n)(p) als Flussdichte von
K durch S am Punkt p.

Definition 8.6.4. Das Integral

b, x ®
K-ndO:/KOQ)-#‘PuX@v dp(u, v
/ [(<om). gerge | du(u,v)

heisst Fluss des Vektorfeldes K durch die mit n = é Xg I orientierte Fldche
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S; dabei heisst
n do = P, X ¥, du(u,v)

das durch n orientierte Fliachenelement auf S.

Beispiel 8.6.4. i) Sei ® € C'(R?;S?) wie in Beispiel B61lii), S = ®(R?) =
S$2,und sei K das Ortsvektorfeld mit K(p) = p, p € S%. Fiir die duch ® definierte

Orientierung n = \$Z§$ZI gilt offenbar n(p) = p; also

K-ndo= [ do=p(S?) =4n.
S21no/s20 w(S<) =4r

ii) Mit ®, S = 5% mit n(p) = p wie in i) und K(z,y,z) = (0,0, 2)! erhalten wir

4
K~nd0:/ z2d0:—7r;
52 3

vgl. Beispiel B6.3l

8.7 Der Satz von Stokes im R?

Sei U C R? offen, ® € C*(U;R?) lokale Immersion, Q C Q C U beschrinkt und
von der Klasse C}, | und sei S = ®(12) das durch ® parametriserte Fléichenstiick.

pw?

Seiv € C},([0,1];IR?) eine Parametrisierung von 92, und sei vy positiv orientiert
in dem Sinne, dass €2 beim Durchlaufen von v zur Linken liegt. Sei weiter I' :=
®oy e Cp,([0,1];R?) die von v induzierte Parametrisierung des (intrinsischen)
“Randes” 05 := ®(0Q) von S.

Mit der durch n = Ii“ig“‘ definierten Orientierung von S ist dann I' ebenfalls

positiv orientiert: Wenn wir “auf” I' die Flidche S umfahren, liegt S stets zur
Linken.

Sei K € C1(W;R3) in einer Umgebung W von S in R? erklirt, K = (P, Q, R)".

v R2

/ib\

U
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Definition 8.7.1. Das Vektorfeld

Ry_Qz 0, P e
rot K=|P,—~R, | =VxK=det|0, Q e
szpy BZ R €3

heisst Rotation (“Wirbelstirke”, engl. curl) von K.

Satz 8.7.1. (Stokes) Sind S und 0S wie oben orientiert, so gilt

/rotﬁK-ndOZ K - ds.
s as

Bemerkung 8.7.1. i) Das Integral fasK - ds heisst auch “Zirkulation” des
Vektorfeldes K ldngs 05.

ii) Fiir ® =id, S = Q CR?, n = ez gilt
ratK-n:Qx—Py

sowie

K.d;:/ P dz + Q dy,
as a0
und wir erhalten Satz R.Z.11

Beispiel 8.7.1. Sei K € C'(R?;R?) mit

2(y® + 2°)
z(z? + y?)
E das Ellipsoid
22y 2
E={(z,y,2); ¥+b72+072 =1}

mit Halbachsen 0 < a,b,c € R, orientiert durch die dussere Normale, S das
Fléchenstiick
2?2
S ={(z,y,2) € E; §+?§1, z >0}

mit 0 <a<a,0< B <b, und I' = 9S der (orientierte) Rand von S.
Beachte
rot K = .- = 0;

Ay(=+22) _ d(z(y*+2%)
ox dy

/K-d_é:/ratl(-ndo:o.
r s

Auf direktem Wege ist die Berechnung der Zirkulation offenbar viel aufwendiger.

also
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Beweis von Satz[8.7.1. Wir fithren Satz [R7.1] zuriick auf Satz Setze
dazu
(Ko®)-dP=:A=gdu+hdv

mit g = (Ko ®)-®,, h=(Ko®)-d,, so dass

1

) dr

s O e -
=(Ko®)(~(t)) =d®(v())%(t)

1
= / A(y()A(t) dt = / g du + h dv.
0 a0

Behauptung Es gilt

(rot K o ®) - @, x &, = hy, — go.

Beweis: Die rechte Seite ergibt
hy — gy = (Ko ®), - P, — (K 0o ®), - P,,

da sich die beiden iibrigen Terme aufheben. Die weitere Rechnung kénnen wir
mit der folgenden Uberlegung stark vereinfachen. Offenbar sind alle Ausdriicke
unabhingig von der Wahl der Koordinaten im R3. Fiir festes w € Q, p = ®(w) €
S diirfen wir daher annehmen, dass

O, (w)=ae, Py(w)=be;+cey
mit a,c >0, b € R.
Wir erhalten

(hu = gv)(w) = aKz(p) - (b e1 + ¢ e2) — (bK4(p) + cKy(p)) - (ae1)
= (abe + acQ, — abP, — ach) (p) = ac(Qx — Py)(p).

Die linke Seite ergibt andererseits, mit (®, x @, )(w) = ac eg,
((rgt Ko®) &, x <I>v)(w) =rot K(p) - ac e3 = ac (Q. — P,)(p),
und die Behauptung folgt. O

Definition 8.7.2. Sei W C R? offen. W heisst einfach zusammenhingend
(1-zshg), falls jede einfach geschlossene Kurve I € C;w([(), 1; W) in W “zusam-
menziehbar” ist; d.h., falls jede derartige Kurve I' die einzige Randkomponente
eines orientierten Flichenstiicks S C W ist, welches darstellbar ist als Vereini-
gung von endlich vielen immersierten Flichensticken S; = ®,(€,), 1 <j < J,
mit kompatiblen Orientierungen.

Beispiel 8.7.2. i) Der Ball B;(0;R?) ist 1-zshg,

ii) Die Kugelschale By(0)\B1(0) C R ist 1-zshg,
iii) B(0;R?)\(B1(0;R?) x R) ist nicht 1-zshg.
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iv) Das Moébiusband hat nur eine einzige Randkomponente, ist aber kein ori-
entiertes Flachenstiick.

Analog zu Satz B3] erhalten wir:

Satz 8.7.2. (Poincaré) Sei W C R 1-zshg, K € CY(W;R?). Es sind dqui-
valent:

i) K ist konservativ;

ii) rot K = 0.

Beweis. i) = ii) Sei K konservativ. Nach Satz [[43 gibt es f € C?(W) mit
K =Vf; also

rot K = = 0.

9% f _ *f
Oxdy Oyox
ii) = i) Sei I' C W einfach geschlossen, S C W 1-zshg mit 9S = T'. Falls
S = ®(Q) fiir eine injektive Immersion ® € C'(U;R?) mit einem einfach zu-
sammenhingenden 2 C Q C U C R?, so gilt nach Satz

/K-d}:/mFK.ndo:o.
T S

Falls S nicht in dieser Weise darstellbar ist als S = ®(2), so zerlege S disjunkt

J
in endlich viele derartige Teile S;, 1 < j < J, mit § = U S;.
j=1
Da die S; nach Annahme kompatibel orientiert sind, sind gemeinsame Rand-
kurven von aneinander angrenzenden Fléchenstiicken S; und Sj, entgegengesetzt
orientiert. Es folgt

J J
K-ds= | K-ds= K -ds= /rBtK-ndo:o;
/F a8 Z 85 ]z:‘: S,

j=1

d.h., K ist konservativ. O

Beispiel 8.7.3. Sei K wie in Beispiel B7.1l Nach SatzB7.2ist K konservativ.
In der Tat ist
22y? + 2222 4 222

2

f(x7 y’ Z) =

eine Potentialfunktion.

Bemerkung 8.7.2. Ein Mébiusband S lasst sich so in W = R3\({(0,0)} x R)
einbetten, dass die Projektion von S auf R? x {0} nach radialer Projektion
w +— w/|w| dem doppelt durchlaufenen Einheitskreis entspricht.

Fiir K € CY(W;R?) mit
1 (7Y P

K(Ivyaz):ﬁ r | =@
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gilt
. R, - Q. 0
rot K=|P,—R, | =1(0],
Qx - Py 0
jedoch erhalten wir
K -ds= 4r;
oS

vgl. Beispiel B4 7ii).

Beachte, dass 95 nur eine Zusammenhangskomponente hat; jedoch ist S nicht
orientierbar. Tatséichlich ist S nicht einfach zusammenhéngend.

Das Kriterium fiir einfach zusammenhingende Mengen 2 C IR? nach Definition
RZ3ist also nur auf beschriinkte Mengen 2 C R? anwendbar (oder allgemeiner
auf Teilmengen von orientierbaren 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten).

8.8 Der Satz von Gauss

Sei W C R? offen, K € CY(W;R3?), K = (K")1<i<3, © = (%) 1<i<3 € W.

Definition 8.8.1. Der Ausdruck

3 .

. 0K"

div(K) = g o
i=1

heisst Divergenz (Quellstirke) von K.

Satz 8.8.1. (Gauss) SeiQ C Q C W beschrinkt und von der Klasse Cp- Dann
gilt

/ div(K) dyp = K -n do,
Q o0

wobei n die dussere Normale ist.

Bemerkung 8.8.1. Nach Satz[R8T]ist also der Fluss des Vektorfeldes K durch
0N gleich dem Integral iiber die Quellstéirke von K.

Beweis. i) Sei zunichst Q ein Normalbereich bzgl. aller Achsen x!,... z3.

Vereinfachend gelte mit einem Quader Q@ C R?, 0 < v € CH(Q):
Q= {z=(2"); (z},2%) €Q, 0<a® <y(at,a?)}.

Es folgt

K3 V() g3 , e
ansd%_/cg(/o ﬁd»’ﬂ)dl@(lﬂx)

- /Q (K3, a2, (o', o2)) — K3, 2,0)) dpua(at, 2%).
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Sei ®(zt,2?) = (2,22, ¥ (at, 2?)) € CH(Q;R?) die von 1 induzierte Parametri-
sierung des “oberen” Teils S = G(¢) = ®(Q) von 9 mit

1 0
d® = (Pp1, Dy2) = 0 1
o /oxt Oy /0x?
Es folgt
-0 /0!
(bxl X <I)$2 = —81/}/(%2 5 (8.8.1)
1
und wir erhalten
0 0
/ 0 | -ndo= / 0 S®, X Buo dpug(xt, 2?)
S\K3 QR\K30®

— [ Kol a?) dpala ).
Q

Analog gilt am “unteren” Teil @ x {0} von 9 n = —eg, also

0

/ 0 -nd0:—/ K3(z*, 22,0) duo(xt, 22).
Qx{0} \ 3 Q

Entlang der “vertikalen” Teile von 99 gilt n3 = 0; diese liefern also keinen Bei-
trag zum Fluss des Vektorfeldes (0,0, K3)! € C1(Q;R?). Fiir dieses Vektorfeld
gilt somit die Identitat

0 0
/ div| 0 du = / 0 | -n do;
Q K3 a0 \ K3

analog fiir die iibrigen Komponenten.

ii) Zerlege ein beliebiges beschriinktes Gebiet @ C Q C W der Klasse C’;w
gemiss Bemerkung [84.1] in endlich viele disjunkte Normalbereiche Q1,..., Q.
Entlang gemeinsamer Begrenzungsflichen von €2 und €2; heben sich die Fliisse
auf. Es folgt

wie gewiinscht.

Man kann Satz [R.R.1] insbesondere zur Volumenberechnung verwenden.
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Beispiel 8.8.1. i) Sei Q = B;(0;R?). Fiir K(z) = z mit div(K) = 3 folgt mit
Satz B8]
3u3(B1(0; R%)) :/

div x dex = / z-n(x) do= us(S?) = 4r;
B1(0;R?) s

2 N, e’
=1

also 4
T
p3(B1(0; R%)) = R

ii) Sei Q das Innere

2 2 2

T Y z
Q:{($7yaz)€R3; ¥+b72+072<1}

des von dem Ellipsoiden S mit Halbachsen a,b,c > 0 umschlossenen Gebietes.
Fiir das Vektorfeld K (z,y,z) = (0,0,2)!, (z,y,2) € R3, mit div K = 1 ergibt
Satz B8T und die dort durchgefiihrte Rechnung

,ug(Q):/dideug: K -ndo
Q G19)

2 g2 4
:20/ 1——= — = dpo(x,y) = —abe;
() 2+22<1) a? b 3

vgl. Beispiel 8.3.2]
Andererseits kann man auch gewisse Oberflicheninhalte bestimmen.

Beispiel 8.8.2. i) Sei Q) der Kegelstumpf
Q={(z,9,2) €eR® Va2 +y2<1—2z 2> 0}

mit Mantel
M ={(z,y,2); Va2 +y?=1-2<1} =G(),
wo Y(x,y) =1 — /22 + 2.

Wir bestimmen den 2-dimensionalen Inhalt von M, wie folgt. Wahle K = ej
mit div(K) = 0. Mit Satz B8] erhalten wir

0 0

oz/dw 0 du:/ 0 ~nd0:/ n® do — po (B1(0; R?)) .
Q 1 o \ 1 M
Geméss (81T gilt
) 1 1
n®(z,y, ¢ (x,y)) = AR
L+ |Vy(z,y)|

Es folgt die Gleichung
1
/M ' do = —5pa(M) = o By(OFK2) =

d.h.
p2(M) = V2.
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ii) Was ist die Oberfldche der Sphirenkappe

S.o ={(z,y,2) eR?* 2 +y* + 22 =1, 2> 2}
fiir gegebenes zg > 07 — Zusammen mit

D,y ={(z,y,2) € R? 2® +y* + 2% < 1, 2z = 2}

berandet S, ein Gebiet Q C R3\ {0}. Setze
p -
K(p) = W7 p € R*\{0} .

Beachte die Gleichung

div(K) = a%(

X

3
Vo +y? 4 22

)+~--:0 in R*\{0}.

Mit Satz R8Tl folgt

12(Sz,) :/ K -ndo :/ K -e3 du(z,y)
S.0 D.,

_ .2
. dley) VR rar
= 3= 3
Diy (/22 +y? + 238 0 2+ 28
123 ds 2 1-z5
= 27z — =72 (—7> =27 (1 — zp),
o st Vs + 23/ a0

wobei
D, ={(z,y,20); 2> +y° <1—z}.
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