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Diese Vorlesung richtet sich an Studierende der Mathematik und der Physik. Als
Voraussetzung genügen solide Kenntnisse in der linearen Algebra sowie der Grund-
begriffe aus der Algebra.

Lie-Algebren treten in weiten Teilen der Mathematik und der mathematischen
Physik auf. Ursprünglich waren Lie-Algebren als ”infinitesimale Gruppen“ von
Lie-Gruppen bekannt. (Der Begriff einer Lie-Algebra wurde erst in den 30er Jah-
ren von Weyl kreiert.) Es ist also naheliegend1, die Theorie der Lie-Gruppen zu
entwickeln. Viele Probleme können auf solche in der technisch einfacher zu hand-
habenden Theorie der Lie-Algebren reduziert werden. Deren Lösungen lassen sich
sehr oft erfolgreich in die Theorie der Lie-Gruppen zurückübersetzen. Wir gehen
nicht diesen Weg, sondern stellen die Theorie der Lie-Algebren an den Anfang.
Damit sie dennoch nicht vom Himmel fällt – wieso ist es interessant, Algebren zu
studieren, in denen die Identitäten X2 = 0 und (XY )Z + (Y Z)X + (ZX)Y = 0
gelten? – habe ich in der Einleitung ein Beispiel zur Motivation vorangestellt,
bevor die eigentliche Theorie beginnt.

Zentrales Thema der Vorlesung ist die endlich dimensionale Darstellungstheorie
der halbeinfachen komplexen Lie-Algebren. Diese ästhetisch attraktive Theorie
kann als Einstieg in die Lie-Theorie dienen, eines der reichhaltigsten und faszinie-
rendsten Gebiete der Mathematik und der mathematischen Physik.

Das bekannteste Beispiel einer Lie-Algebra ist wohl der Vektorraum R3 mit dem
Vektorprodukt als Multiplikation: es gelten die Identitäten ~a × ~a = ~0 sowie
(~a×~b) × ~c+ (~b × ~c)× ~a+ (~c× ~a) ×~b = ~0. Einige werden die Darstellungstheorie
dieser Lie-Algebra aus der Quantenmechanik kennen (Theorie des Drehimpulses).
Weiter sind Lie-Algebren in den ersten beiden Studienjahren auch in der allgemei-
nen Mechanik anzutreffen: die Poisson-Klammer in der Hamiltonschen Mechanik
versieht den Raum der C∞ Funktionen auf einem Phasenraum mit der Struktur
einer Lie-Algebra (sogar einer Poisson-Algebra).

Wie schon gesagt, die Lie-Theorie ist ein faszinierendes Gebiet, gerade deshalb,
weil so viele verschiedene Disziplinen damit verknüpft sind.

1Dieser Text verwendet die alte Rechtschreibung.
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Als kleines Müsterchen für die Faszination, welche die Lie-Theorie auszustrah-
len imstande ist, habe ich den folgenden Notizzettel aus meiner Mittelschulzeit
gefunden.

Von wo ich das abgeschrieben habe, weiss ich nicht mehr, vielleicht von den Feyn-
man lectures. Damals wusste ich noch nichts von Lie-Gruppen, was die “flavour
SU(3)” ist, von den Singuletts und Oktetten in 3⊗3∗ und 3⊗3⊗3 usw. Doch auch
der Laie erkennt, wie die Einsicht, Hadronen als gebundene Zustände von Quarks
und Antiquarks zu verstehen, zeigt, dass ein amorph scheinender Teilchenzoo eine
kristalline Ordnung in sich birgt.

Die erwähnten Beispiele haben vielleicht den Eindruck erweckt, Lie-Theorie hätte
weniger mit Mathematik als mit Physik zu tun. Dazu kommt noch, dass die Lie-
Theorie alle möglichen Quantenfeldtheorien durchflutet. Trotzdem ist der grösse-
re Brocken der Lie-Theorie in der Mathematik beheimatet. Wesentliche Teile
der Differentialgeometrie, Analysis, Algebra, Topologie, algebraischen Geometrie,
Zahlentheorie und Kombinatorik gehören zur Lie-Theorie oder umgekehrt.

ETH Zürich
September 1998 Ruedi Suter
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Kapitel I

Allgemeines über
Lie-Algebren

Sophus Lie 1842–1899
Wilhelm Killing 1847–1923
Elie Cartan 1869–1951
Hermann Weyl 1885–1955

1 Einleitung

Die meisten Studierenden sind wohl vertrauter mit Beispielen von Lie-Gruppen
als mit solchen von Lie-Algebren.1 Beispiele von Lie-Gruppen sind etwa die Ma-
trizengruppen

GLd(R) =
{
A ∈M(d×d,R)

∣∣ detA 6= 0
}
,

SLd(R) =
{
A ∈ GLd(R)

∣∣ detA = 1
}
,

O(d) =
{
A ∈ GLd(R)

∣∣ A>A = 1
}
,

U(d) =
{
A ∈M(d×d,C)

∣∣ A∗A = 1
}
,

SU(d) =
{
A ∈ U(d)

∣∣ detA = 1
}
,

(R×)d =
{
A ∈ GLd(R)

∣∣ A diagonal
}
.

Zu jeder Lie-Gruppe G gehört eine Lie-Algebra, die wir mit LieG bezeichnen.
Nicht alle Lie-Gruppen sind isomorph zu einer analytischen Untergruppe von

1Ein wichtiges Beispiel einer Lie-Algebra tritt zwar jeweils schon in der Schule auf.
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2 Lie-Algebren und ihre Darstellungen

GLd(R). Ein Beispiel einer solchen nicht linearisierbaren Lie-Gruppe ist S̃L2(R),
die universelle Überlagerung von SL2(R). Die Existenz von nicht linearisierbaren
Lie-Gruppen ist ein globales Phänomen. Im Gegensatz dazu lässt sich jede endlich
dimensionale reelle Lie-Algebra in eine Lie-Algebra Lie GLd(R) (für geeignetes d)
einbetten (Satz von Ado). Dies gilt sogar nicht nur im reellen Fall, sondern ganz
allgemein für endlich dimensionale Lie-Algebren über irgendeinem Körper (Satz
von Ado, Satz von Iwasawa).

Lie-Algebren sind technisch leichter zu handhaben als Lie-Gruppen.

Um dennoch der Hypothese betreffend die bessere Vertrautheit mit Beispielen von
Lie-Gruppen als mit Beispielen von Lie-Algebren Rechnung zu tragen, wollen wir
zuerst den Übergang von einer Lie-Gruppe zu ihrer Lie-Algebra am Beispiel von
O(d) etwas erläutern.

1.1 Lie-Gruppe  Lie-Algebra (ein Beispiel)

Wir betrachten als Beispiel die Gruppe O(d) aller orthogonalen Transformationen
des euklidischen Vektorraums Rd mit dem Standardskalarprodukt (x|y) := x>y.
Damit die Notation nicht allzu schwerfällig wird, identifizieren wir eine orthogo-
nale Transformation A mit ihrer Matrix bezüglich der Standardbasis von Rd und
schreiben also A : x 7→ Ax. Die Bedingung, dass A orthogonal ist, lautet

x>y = (x|y) = (Ax|Ay) = (Ax)>(Ay) = x>(A>A)y ∀x, y ∈ Rd.

Also ist
O(d) =

{
A ∈M(d×d,R)

∣∣ A>A = 1
}
⊆M(d×d,R).

Die d2 Einträge einer Matrix A = (ajk)j,k=1,...,d ∈ O(d) erfüllen quadratische
Gleichungen, welche durch A>A = 1 gegeben sind. Diese Gleichungen besagen,
dass die Spaltenvektoren der Matrix A eine orthonormierte Basis von Rd bilden.
Als Teilmenge von Rd2

kann O(d) als Durchschnitt der d(d+ 1)/2 Hyperflächen

d∑
l=1

alj alk = δjk (1 6 j 6 k 6 d)

beschrieben werden. Weil O(d) eine Gruppe ist, ist dieser Durchschnitt nirgends
singulär! O(d) ist eine Untermannigfaltigkeit von Rd2

.

Der Vollständigkeit halber sei hier noch die Definition einer reellen Lie-Gruppe
angefügt.

Definition Eine reelle Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, deren Elemente die Punkte
einer C∞ Mannigfaltigkeit bilden. Weiter soll dabei die Gruppenmultiplikation
G × G → G eine C∞ Abbildung sein. (Die Inversenabbildung G → G ist dann
auch C∞.)
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Bemerkung Dank der positiven Lösung von Hilberts fünftem Problem durch
A. Gleason, D. Montgomery und L. Zippin wissen wir, dass die C∞ Bedingung
automatisch aus der Stetigkeit folgt: eine lokal euklidische topologische Gruppe
ist eine Lie-Gruppe.

Wir wollen nun anhand der Lie-Gruppe O(d) sehen, wie der Übergang zur Lie-
Algebra Lie O(d) von O(d) vor sich geht. Ich gebe dafür zwei Varianten.

Variante 1 Wir betrachten differenzierbare Familien

A : ]−ε, ε[ −→ O(d) ⊆ Rd
2

für ein ε > 0 mit A(0) = 1. Alle Einträge sollen also differenzierbare Funktionen
sein. Wir leiten die Bedingung A(t)>A(t) = 1 nach t ab,

Ȧ(t)>A(t) +A(t)>Ȧ(t) = 0,

und setzen t = 0 ein,
Ȧ(0)> + Ȧ(0) = 0.

Die Matrix Ȧ(0) ist also antisymmetrisch. Der Vektorraum Lie O(d) ist der Vek-
torraum der antisymmetrischen reellen d×d-Matrizen.

Variante 2 Wir betrachten den Ring R[ε]/(ε2) ∼= R ⊕ Rε (mit ε2 = 0) und eine
Matrix A = 1 + εB mit B ∈ M(d×d,R). Welche Bedingung muss B erfüllen,
damit A>A = 1 gilt? Wir rechnen

1 = A>A = (1 + εB>)(1 + εB) = 1 + ε(B +B>).

Es gilt also B +B> = 0.

Was wir oben sowohl in der analytischen Variante 1 als auch in der algebraischen
Variante 2 ausgerechnet haben ist nichts anderes als der Tangentialraum an die
Lie-Gruppe O(d) im Punkt 1.

Übung 1.1 Durch welche reellen Unterräume sind Lie U(d) ⊆M(d×d,C), Lie SU(d) ⊆M(d×d,C)

und Lie GLd(R) ⊆M(d×d,R) gegeben?

Der Vektorraum Lie O(d) der antisymmetrischen reellen d×d-Matrizen ist nicht
bloss ein Vektorraum, sondern besitzt eben die Struktur einer Lie-Algebra. Es
gibt also eine bilineare Abbildung

Lie O(d)× Lie O(d) −→ Lie O(d),

welche noch gewisse Eigenschaften (wir werden sie später besprechen) erfüllt. Die
gesuchte Abbildung erhalten wir wie folgt. Für A ∈ O(d) betrachten wir die
Abbildung ”Konjugieren mit A“

cA : O(d) −→ O(d) (1.1)

B 7−→ ABA−1.
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Nehmen wir statt einer fixierten Matrix A wieder eine differenzierbare Familie
A : ]−ε, ε[→ O(d) mit A(0) = 1, leiten ab und setzen den Parameter gleich 0, so
erhalten wir (

A(t)BA(t)−1
)˙ ∣∣

t=0
= Ȧ(0)B −BȦ(0).

Dabei haben wir
(
A(t)−1

)˙ = −A(t)−1Ȧ(t)A(t)−1 verwendet, was durch Ableiten
von A(t)A(t)−1 = 1 folgt. Für X = Ȧ(0) ∈ Lie O(d), B = 1+εY mit Y ∈ Lie O(d)
lautet die infinitesimale Version von (1.1) also

adX : Lie O(d) −→ Lie O(d)
Y 7−→ XY − Y X .

Notation adX(Y ) =: [X,Y ] Lie-Klammer.

Schliesslich wollen wir die Lie-Algebra Lie O(3) noch etwas genauer ansehen. Mit

A1 =

 0 −z1 y1

z1 0 −x1

−y1 x1 0

 und A2 =

 0 −z2 y2

z2 0 −x2

−y2 x2 0


wird

[A1, A2] = A1A2−A2A1 =


0 −(x1y2 − x2y1) z1x2 − z2x1

x1y2 − x2y1 0 −(y1z2 − y2z1)

−(z1x2 − z2x1) y1z2 − y2z1 0

 .

Die Lie-Algebra Lie O(3) ist isomorph zur Lie-Algebra R3 mit dem Vektorprodukt
als Lie-Klammer: wir haben den Vektorraum-Isomorphismus

ϕ : R3 −→ Lie O(3)xy
z

 7−→
 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ,

welcher
ϕ(~p× ~q) =

[
ϕ(~p), ϕ(~q)

]
∀~p, ~q ∈ R3

erfüllt.

Übung 1.2 Zeige, dass Lie O(3) isomorph zur Lie-Algebra Lie SU(2) ist. (Die Lie-Klammer in
Lie SU(2) ist auch der Kommutator, also [X,Y ] = XY − Y X.)

Hinweis: Pauli-Matrizen σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.
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1.2 Lie-Algebra  Lie-Gruppe ?

Wir haben aus der Lie-Gruppe O(d) die Lie-Algebra Lie O(d) erhalten. Eine
natürliche Frage ist, ob sich dieser Prozess umkehren lässt. Dies ist nur teilweise
möglich. In unserem Beispiel mit Lie O(d) erhalten wir mit der Exponentialabbil-
dung

exp : Lie O(d)→→ SO(d)

als Bild die Gruppe SO(d) der Matrizen in O(d) mit Determinante +1. Es ist klar,
dass das Bild nicht O(d) sein kann. Als topologischer Raum besteht O(d) aus zwei

Zusammenhangskomponenten, O(d) = SO(d)
·
∪ A · SO(d), wobei A ∈ O(d) eine

Matrix mit detA = −1 ist. Wir hätten das Beispiel SO(d) anstelle von O(d)
betrachten können. Es gilt Lie SO(d) = Lie O(d). Die Exponentialfunktion gibt
uns dann mit

exp : Lie SO(d)→→ SO(d)

die Gruppe SO(d) zurück.

Im Beispiel
exp : Lie SL2(R) −→ SL2(R)

ist die Exponentialabbildung nicht surjektiv, obwohl SL2(R) zusammenhängend
ist. (Nicht jedes Element in SL2(R) liegt in einer 1-parametrigen Untergruppe.)
In diesem Fall erhalten wir SL2(R) als die Gruppe, welche vom Bild der Exponen-
tialabbildung erzeugt wird.

In der Übung 1.2 wurde gezeigt, dass die beiden Lie-Algebren Lie O(3) beziehungs-
weise Lie SO(3) und Lie SU(2) isomorph sind. Die Exponentialabbildungen geben

exp : Lie SO(3)→→ SO(3),
exp : Lie SU(2)→→ SU(2).

Aber SO(3) und SU(2) sind keine isomorphen Gruppen, denn ihre Zentren sind
nicht isomorph: es gilt Z

(
SO(3)

)
= {1}, aber Z

(
SU(2)

)
= {±1}. Immerhin gilt

SO(3) ∼= SU(2)/{±1}. Ein Gruppenhomomorphismus

SU(2)→→ SU(2)/{±1} ∼= SO(3)

liefert einen Homomorphismus (sogar einen Isomorphismus) von Lie-Algebren

Lie SU(2)
∼=−→ Lie SO(3).

Allgemein gibt es – wie wir mit der Notation schon angedeutet haben – einen
Funktor Lie von der Kategorie der Lie-Gruppen über K (K ein vollständiger
Körper bezüglich einem nichttrivialen Absolutbetrag) in die Kategorie der Lie-
Algebren über K oder von der Kategorie der algebraischen Gruppen über irgend-
einem Körper K in die Kategorie der Lie-Algebren über K.
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Einige Studierende kennen die Campbell-Hausdorff-Formel. Die folgende Übung
zäumt das Pferd zwar vom Schwanz her auf, gibt aber doch einen erhellenden
Einblick in die infinitesimale Version der Assoziativität.

Übung 1.3 Es gibt eine universelle Formel für das Produkt exp(tV ) exp(tW ) (Campbell-Hausdorff-
Formel). Bis zu Termen dritter Ordnung lautet diese Formel

exp(tV ) exp(tW ) = exp
(
t(V +W ) +

t2

2
[V,W ] +

t3

12

(
[V, [V,W ]] + [W, [W,V ]]

)
+ O(t4)

)
. (1.2)

Schreibe (
exp(tX) exp(tY )

)
exp(tZ) = exp

(
tP1 + t2P2 + t3P3 + O(t4)

)
,

exp(tX)
(
exp(tY ) exp(tZ)

)
= exp

(
tQ1 + t2Q2 + t3Q3 +O(t4)

)
.

Mit Hilfe der Formel (1.2) lassen sich die Koeffizienten P1, P2, P3, Q1, Q2, Q3 durch X, Y,Z aus-
drücken. Verwende die Linearität der Lie-Klammer sowie die Antisymmetrie [V,U ] = −[U, V ],
um die Identitäten Pj = Qj (j = 1, 2, 3) zu vereinfachen.

Antwort auf die offensichtliche Frage: die Identitäten noch höherer Ordnung sind alle Konse-

quenzen von P3 = Q3.

2 Lie-Algebren, Grundbegriffe

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der Theorie der Lie-Algebren.

2.1 Die Kategorie der Lie-Algebren über einem Körper

Definition Eine Lie-Algebra über dem Körper K besteht aus einem K-Vektor-
raum g zusammen mit einer bilinearen Abbildung (Lie-Klammer)

[ , ] : g× g −→ g,

so dass gilt

1) [X,X ] = 0 für alle X ∈ g (d. h. die Lie-Klammer ist alternierend),

2) [[X,Y ], Z]+[[Y, Z], X ]+[[Z,X ], Y ] = 0 für alleX,Y, Z ∈ g (Jacobi-Identität).

Wir werden gleich einige Beispiele anschauen. Zuerst sind noch die offensichtlichen
Bemerkungen zur Definition einer Lie-Algebra zu erwähnen.

Bemerkungen

1. Es gilt [X,Y ] = −[Y,X ], denn

0 = [X + Y,X + Y ] = [X,X ] + [X,Y ] + [Y,X ] + [Y, Y ] = [X,Y ] + [Y,X ].

Also alternierend =⇒ antisymmetrisch. Die umgekehrte Implikation gilt in
Körpern, wo 1 + 1 6= 0, in denen man also durch 2 dividieren kann.
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2. Wegen [U, V ] = −[V, U ] lässt sich die Jacobi-Identität auch als

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X ]] + [Z, [X,Y ]] = 0

schreiben und so die scheinbare Asymmetrie in der Definition aus dem Weg
räumen.

Übung 2.1 Zeige, dass eine Lie-Algebra g 6= 0 weder ein Links- noch ein Rechts-Einselement

besitzt.

Beispiele

1) g = V ein Vektorraum mit [v, w] = 0 für alle v, w ∈ V ist die abelsche
Lie-Algebra auf V . (Jede Lie-Algebra g mit dim g 6 1 ist abelsch.)

2) g = R3 mit [~p, ~q] = ~p× ~q.

3) g = A eine assoziative Algebra mit [a, b] = ab− ba.

4) g = K2 mit
[
(a1, a2), (b1, b2)

]
= (0, a1b2 − a2b1).

Homomorphismen zwischen zwei Lie-Algebren g1 und g2 sind Homomorphismen
zwischen den zugrundeliegenden K-Vektorräumen, welche mit den Lie-Klammern
verträglich sind, also

ϕ ∈ HomLie(g1, g2) :⇐⇒ ϕ ∈ HomK(g1, g2) und

ϕ
(
[X,Y ]

)
=
[
ϕ(X), ϕ(Y )

]
∀X,Y ∈ g1.

Ist g = g1 = g2, so spricht man wie in der linearen Algebra auch von einem
Endomorphismus der Lie-Algebra g.

Ein Homomorphismus von Lie-Algebren ϕ : g1 → g2 ist ein Isomorphismus, falls
ein Homomorphismus von Lie-Algebren ψ : g2 → g1 existiert mit ψ ◦ϕ = idg1 und
ϕ ◦ ψ = idg2 . Ist g = g1 = g2, so spricht man auch von einem Automorphismus
der Lie-Algebra g.

Übung 2.2 Es sei ϕ : g1 → g2 ein Isomorphismus der zugrundeliegenden Vektorräume zweier

Lie-Algebren g1 und g2. Ausserdem sei ϕ ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Zeige, dass

dann ϕ ein Isomorphismus von Lie-Algebren ist. (Zu zeigen ist, dass ϕ−1 ein Homomorphismus

von Lie-Algebren ist.)

Bemerkung Homomorphismen zwischen abelschen Lie-Algebren sind einfach li-
neare Abbildungen zwischen den zugrundeliegenden Vektorräumen. Die Theorie
der Lie-Algebren enthält also die Theorie der Vektorräume als Spezialfall.
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Nebst Endomorphismen und Automorphismen einer Lie-Algebra g über K spie-
len die Derivationen eine wichtige Rolle. Eine Derivation von g ist eine lineare
Abbildung δ ∈ EndK g, welche die Leibniz-Regel erfüllt, also

δ
(
[X,Y ]

)
=
[
δ(X), Y

]
+
[
X, δ(Y )

]
∀X,Y ∈ g.

Wir bezeichnen mit Der g oder DerK g die Menge der Derivationen von g. Mit
δ1, δ2 ∈ Der g ist auch [δ1, δ2] := δ1◦δ2−δ2◦δ1 ∈ Der g, d. h. Der g ist selbst eine Lie-
Algebra. (Allgemeiner bilden die Derivationen irgendeiner (nicht notwendigerweise
assoziativen) Algebra eine Lie-Algebra.)

Lemma 2.1 Es seien g eine Lie-Algebra über dem Körper K und δ ∈ Der g. Für
λ, µ ∈ K und k ∈ Z>0 gilt die Formel

(
δ− (λ+ µ) id

)k([X,Y ]) =
k∑
j=0

(
k
j

)[
(δ− λ id)j(X), (δ− µ id)k−j(Y )

]
∀X,Y ∈ g.

Ist δ zusätzlich nilpotent und hat der Körper K Charakteristik 0, so ist exp δ ein
Automorphismus der Lie-Algebra g.

Beweis. Die Formel folgt sofort mit Induktion nach k.

k = 0: X
k > 1:(

δ − (λ+ µ) id
)k([X,Y ])

=
(
δ − (λ+ µ) id

) k−1∑
j=0

(
k−1
j

)[
(δ − λ id)j(X), (δ − µ id)k−j−1(Y )

]
=
k−1∑
j=0

(
k−1
j

){[
(δ − λ id)j+1(X), (δ − µ id)k−j−1(Y )

]
+
[
(δ − λ id)j(X), (δ − µ id)k−j(Y )

]}

=
k∑
j=1

(
k−1
j−1

)[
(δ − λ id)j(X), (δ − µ id)k−j(Y )

]
+
k−1∑
j=0

(
k−1
j

)[
(δ − λ id)j(X), (δ − µ id)k−j(Y )

]
=

k∑
j=0

(
k
j

)[
(δ − λ id)j(X), (δ − µ id)k−j(Y )

]
.
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Es ist klar, dass exp δ =
∑
k>0

1
k! δ

k (endliche Summe, da δ nilpotent) invertierbar

ist: (exp δ)−1 = exp(−δ). Wir müssen zeigen, dass exp δ ein Homomorphismus
von Lie-Algebren ist. Die obige Formel mit λ = µ = 0 liefert

(exp δ)[X,Y ] =
∑
k>0

1
k!
δk
(
[X,Y ]

)
=
∑
k>0

k∑
j=0

[
1
j! δ

j(X), 1
(k−j)! δ

k−j(Y )
]

=
[
(exp δ)X, (exp δ)Y

]
.
�

Es sei g eine Lie-Algebra mit der Lie-Klammer [ , ] und ϕ ∈ GL(g) irgendein
Automorphismus des Vektorraumes g. Im allgemeinen ist dann ϕ kein Automor-
phismus der Lie-Algebra g. Wir definieren auf g eine neue Lie-Klammer (ϕ)[ , ]
durch

(ϕ)[X,Y ] := ϕ
([
ϕ−1(X), ϕ−1(Y )

])
,

so dass also das folgende Diagramm kommutiert.

g× g
[ , ]−−−−→ g

ϕ×ϕ
y 	

yϕ
g× g −−−−−−→

(ϕ)[ , ]
g

Das heisst,
ϕ :
(
g, [ , ]

)
−→

(
g, (ϕ)[ , ]

)
ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Für einen weiteren Automorphismus
ψ ∈ GL(g) des Vektorraumes g gilt dann (ψ)(ϕ)[ , ] = (ψ ◦ ϕ)[ , ].

2.2 Lie-Algebra-Strukturen auf einem Vektorraum

Eine naheliegende Methode, alle möglichen Lie-Algebra-Strukturen auf einem Vek-
torraum zu beschreiben, lässt sich durch die Strukturkonstanten bewerkstelligen.

Definition Es sei g eine Lie-Algebra über dem Körper K mit K-Basis (ei)i∈I .
Die Zahlen cljk ∈ K in

[ej , ek] =
∑
l∈I

cljk el (j, k ∈ I)

heissen die Strukturkonstanten der Lie-Algebra g (bezüglich der gewählten Basis).
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Proposition 2.2 Ein Vektorraum V mit Basis (ei)i∈I und einer bilinearen Ab-
bildung

[ , ] : V × V −→ V

ist genau dann eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer [ , ], wenn

1) [ej, ej ] = 0, [ej , ek] + [ek, ej ] = 0,

2) [[ej, ek], el] + [[ek, el], ej ] + [[el, ej ], ek] = 0

für alle j, k, l ∈ I gelten.

Beweis. Für x, y, z ∈ V schreiben wir

x =
∑
j∈I

xj ej , y =
∑
k∈I

yk ek , z =
∑
l∈I

zl el .

Wir zerlegen I × I in I × I = {(i, i)|i ∈ I}
·
∪ Λ

·
∪ Λ mit (j, k) ∈ Λ ⇔ (k, j) ∈ Λ,

zum Beispiel indem wir der Indexmenge I irgendeine totale Ordnung < geben
und dann Λ := {(j, k) | j < k} setzen. Aus der Bilinearität von [ , ] und den
Voraussetzungen 1) und 2) folgt dann

[x, x] =
[∑
j∈I

xj ej ,
∑
k∈I

xk ek

]
=
∑
j∈I

x2
j [ej , ej] +

∑
j<k

xj xk
(
[ej, ek] + [ek, ej]

)
= 0,

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y]

=
∑
j∈I

∑
k∈I

∑
l∈I

xj yk zl
(
[[ej , ek], el] + [[ek, el], ej] + [[el, ej ], ek]

)
= 0.

Die andere Richtung ist trivial. �

Bemerkung Aufgrund der zyklischen Symmetrie in 2) und der Antisymmetrie
genügt es, die Bedingung 2) nur für j < k < l zu verlangen (für irgendeine Wahl
einer totalen Ordnung < auf I).

Proposition 2.3 Ein Vektorraum V mit Basis (ei)i∈I und einer bilinearen Ab-
bildung

[ , ] : V × V −→ V

mit
[ej , ek] =

∑
l∈I

cljk el

ist genau dann eine Lie-Algebra, wenn
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1) cnjj = 0, cnjk + cnkj = 0,

2)
∑
m∈I

cmjk c
n
ml + cmkl c

n
mj + cmlj c

n
mk = 0

für alle j, k, l, n ∈ I gilt.

Alle möglichen Lie-Algebra-Strukturen auf Kd werden somit parametrisiert durch
die Punkte (cljk)j,k,l=1,...,d ∈ Kd3

, welche die Relationen 1) und 2) mit der Index-
menge I = {1, . . . , d} in Proposition 2.3 erfüllen.

Die Relationen 1) schneiden aus Kd3
einen 1

2 (d3 − d2)-dimensionalen Vektorraum
mit Koordinaten (cljk)j<k heraus. Wir können also die Menge Ld(K) der Lie-
Algebra-Strukturen auf Kd als Teilmenge von K

1
2 (d3−d2) auffassen.

Beispiele

1. d = 1 : L1(K) = 0 (1-dimensionale Lie-Algebren sind abelsch).

2. d = 2 : L2(K) =
{

(c112, c
2
12) ∈ K2

}
= K2(

die Relationen 2) folgen aus 1) im Fall d = 2
)
.

3. d = 3 : L3(K) =
{

(c112, c
2
12, c

3
12, c

1
13, c

2
13, c

3
13, c

1
23, c

2
23, c

3
23) ∈ K9

∣∣ R}, wobei

R : c112 c
n
13 + c212 c

n
23 − c223 c

n
12 − c323 c

n
13 − c113 c

n
12 + c313 c

n
23 = 0 für n = 1, 2, 3,

also

R : c212 c
1
23 + c313 c

1
23 − c112 c

2
23 − c113 c

3
23 = 0 ,

−c323 c
2
13 + c112 c

2
13 + c223 c

3
13 − c212 c

1
13 = 0 ,

−c113 c
3
12 − c223 c

3
12 + c313 c

1
12 + c323 c

2
12 = 0 .

In einer basisunabhängigen Beschreibung entsprechen die Tupel (cljk)j,k,l∈I in Pro-
position 2.3 einem Tensor2 in V ∗⊗V ∗⊗V (Tensorprodukt über K), nämlich dem
Tensor zur bilinearen Abbildung [ , ] : V × V → V . Die Relationen 1) und 2)
definieren eine Untervarietät L(V ) von V ∗⊗V ∗⊗V . Die Gruppe GL(V ) wirkt auf
V und damit auf V ∗⊗V ∗⊗V und lässt L(V ) stabil. Die Wirkung von ϕ ∈ GL(V )
haben wir bereits als Wirkung [ , ] 7→ (ϕ)[ , ] auf den Lie-Klammern ange-
troffen. Die Menge der Isomorphieklassen aller Lie-Algebra-Strukturen auf V ist
die Menge der GL(V )-Orbits L(V )/GL(V ).

2Hinweis für diejenigen, welche mit Tensorprodukten noch zu wenig vertraut sind: der Ab-
schnitt 7 lautet

”
Einschub: Tensorprodukte von Vektorräumen“.
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Beispiele

1. L1(K)/GL1(K) besteht aus einem Punkt.

2. L2(K)/GL2(K) besteht aus zwei Punkten.

A ∈ GL2(K) wirkt auf L2(K) durch

A : c =
(
c112

c212

)
7−→ 1

detA
Ac.

Diese Wirkung hat zwei Orbits, {0} und K2 − {0}. Eine 2-dimensionale
Lie-Algebra ist entweder abelsch oder isomorph zur Lie-Algebra aufgespannt
von e1 und e2 mit der Lie-Klammer [e1, e2] = e2 (Beispiel 4) auf Seite 7).

3. Ab der Dimension d = 3 hängt die Klassifikation der d-dimensionalen Lie-
Algebren vom zugrundeliegenden Körper ab. Die vollständige und irredun-
dante Liste für die Isomorphieklassen der 3-dimensionalen komplexen Lie-
Algebren sieht so aus:

Lie-Algebra [e1, e2] [e1, e3] [e2, e3]

C3 0 0 0

r2(C)× C e2 0 0

n3(C) e3 0 0

r3(C) e2 e2 + e3 0(
r3,λ(C)

)
λ∈C×, |λ|61

e2 λ e3 0

sl2(C) e3 −e2 e1

2.3 Darstellungen, Ideale

Die Lie-Algebra gl(V ) = EndV , Darstellungen

Die assoziative Algebra EndV der Endomorphismen des Vektorraumes V wird
(wie jede assoziative Algebra) durch

[ϕ, ψ] := ϕ ◦ ψ − ψ ◦ ϕ

zu einer Lie-Algebra, welche oft auch als gl(V ) bezeichnet wird. Für V = Kd

schreibt man auch gld(K) := gl(Kd).

Definition Eine Darstellung einer Lie-Algebra g auf einem Vektorraum V ist ein
Homomorphismus von Lie-Algebren

% : g −→ gl(V ).
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Jedem Element X ∈ g wird also ein linearer Operator %(X) auf V zugeordnet, so
dass gilt

%
(
[X,Y ]

)
v = %(X)

(
%(Y )v

)
− %(Y )

(
%(X)v

)
∀X,Y ∈ g, ∀v ∈ V .

Wir werden die adjungierte Darstellung einer Lie-Algebra g noch öfter antreffen.
Es ist dies die Darstellung

ad : g −→ gl(g)
X 7−→ adX : Y 7→ adX(Y ) = [X,Y ].

Wir müssen noch verifizieren, dass ad ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist.
Die Linearität ist klar, also bleibt die Verträglichkeit mit den Lie-Klammern zu
überprüfen,

ad[X,Y ] ?= [adX, adY ] = (adX) ◦ (adY )− (adY ) ◦ (adX).

Um nachzuweisen, dass links und rechts von ?= derselbe Endomorphismus von g

steht, setzen wir Z ∈ g ein und erhalten

ad[X,Y ](Z) = [[X,Y ], Z] = −[[Y, Z], X ]− [[Z,X ], Y ]

= [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]] =
(
(adX) ◦ (adY )− (adY ) ◦ (adX)

)
(Z).

Wir können die Gleichung [[X,Y ], Z] = −[[Y, Z], X ]− [[Z,X ], Y ] auch lesen als

adZ
(
[X,Y ]

)
=
[
adZ(X), Y

]
+
[
X, adZ(Y )

]
,

d. h. adZ : g → g ist eine Derivation für alle Z ∈ g. Derivationen dieser Form
heissen innere Derivationen von g.

Lemma 2.4 Für δ ∈ Der g und X ∈ g gilt [δ, adX ] = ad
(
δ(X)

)
.

Beweis. Für alle Y ∈ g ist

[δ, adX ](Y ) =
(
δ ◦ (adX)− (adX) ◦ δ

)
(Y )

= δ
(
[X,Y ]

)
−
[
X, δ(Y )

]
=
[
δ(X), Y

]
=
(
ad δ(X)

)
(Y ).

�

Sind a und b zwei Unterräume einer Lie-Algebra g, so schreiben wir [a, b] für den
Unterraum, welcher von den Elementen der Form [A,B] mit A ∈ a und B ∈ b

aufgespannt wird. Es gilt [a, b] = [b, a].
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Definition Eine (Lie-)Unteralgebra a einer Lie-Algebra g ist ein Unterraum,
welcher [a, a] ⊆ a erfüllt. Notation: a 6 g.

Ein Ideal a einer Lie-Algebra g ist ein Unterraum, welcher [g, a] ⊆ a erfüllt (d. h. ein
Unterraum, welcher unter allen inneren Derivationen von g stabil ist). Notation:
a � g. Wegen [g, a] = [a, g] sind alle Ideale zweiseitig.

Ein charakteristisches Ideal a einer Lie-Algebra g ist ein Unterraum, welcher stabil
ist unter allen Derivationen von g. Ist dann g selbst ein Ideal in s, so ist a auch
ein Ideal in s.

Die Begriffe Unteralgebra und (charakteristisches) Ideal haben die folgenden Ana-
loga in der Kategorie der Gruppen:

Lie-Algebren ↔ Gruppen
Unteralgebra ↔ Untergruppe
Ideal ↔ Normalteiler
charakteristisches Ideal ↔ charakteristische Untergruppe

So wie Normalteiler Kerne von Gruppenhomomorphismen sind, sind Ideale Kerne
von Homomorphismen von Lie-Algebren. Es sei ϕ : g1 → g2 ein Homomorphismus
von Lie-Algebren. Dann gilt

ϕ
(
[X,A]

)
=
[
ϕ(X), ϕ(A)

]
= [ϕ(X), 0] = 0 ∀X ∈ g1, ∀A ∈ kerϕ,

also [g1, kerϕ] ⊆ kerϕ und folglich kerϕ � g1. Ebenso leicht sieht man, dass
allgemeiner Urbilder von Idealen wieder Ideale sind. Weiter ist imϕ 6 g2.

Beispiel Für ad : g → gl(g) haben wir im ad = ad g 6 gl(g). Nach Lemma 2.4
gilt ad g � Der g.

Notation Ist a 6 g, so können wir zwei verschiedene adjungierte Darstellun-
gen betrachten, nämlich nebst der adjungierten Darstellung von a auch die Ein-
schränkung der adjungierten Darstellung von g auf a. Gegebenenfalls verwenden
wir dafür die Notationen

ada : a −→ gl(a) und adg : a −→ gl(g).

Ist allgemeiner s ⊆ g ein ad h-stabiler Unterraum für eine Unteralgebra h 6 g, so
schreiben wir ads : h→ gl(s).

Ist g irgendeine Lie-Algebra mit einem Ideal a � g, so wird der Quotientenvektor-
raum g/a mit der Lie-Klammer

[X + a, Y + a] := [X,Y ] + a X,Y ∈ g (2.1)
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eine Lie-Algebra. Damit (2.1) wohldefiniert ist, brauchen wir a�g. Die natürliche
Quotientenabbildung

π : g −→ g/a

X 7−→ X + a

ist dann ein surjektiver Homomorphismus von Lie-Algebren mit kerπ = a. Wir
haben also die kurze exakte Folge3

0 −−−−→ a −−−−→ g −−−−→ g/a −−−−→ 0

von Lie-Algebren.

Für Lie-Algebren gelten die üblichen Isomorphiesätze, welche aus

g1/ kerϕ ∼= imϕ (2.2)

folgen, wobei ϕ : g1 → g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist.

Proposition 2.5 Für a � g und b 6 g haben wir einen Isomorphismus

b/(a ∩ b) ∼= (a + b)/a.

Für a � g und b � g mit a ⊆ b haben wir einen Isomorphismus

g/b ∼= (g/a)
/

(b/a).

Beweis. Wir verwenden (2.2).

Im ersten Fall betrachten wir die kanonische Projektion g →→ g/a und schränken
sie auf b ein.

Im zweiten Fall betrachten wir die Zusammensetzung der kanonischen Projektio-
nen g→→ g/a→→ (g/a)

/
(b/a). �

Das Produkt g1 × g2 zweier Lie-Algebren g1 und g2 ist die Lie-Algebra auf dem
Vektorraum g1 ⊕ g2 mit der Lie-Klammer[

(X1, X2), (Y1, Y2)
]

:=
(
[X1, Y1], [X2, Y2]

)
.

Es gilt dann gi � g1 ⊕ g2 = g1 × g2 (i = 1, 2). Analog definiert man Produkte mit
mehr als zwei Faktoren.

Es seien L/K eine Körpererweiterung und g eine Lie-Algebra über K. Dann
ist g ⊗K L eine Lie-Algebra über L, wobei die Lie-Klammer durch die Formel
[X1 ⊗ l1, X2 ⊗ l2] := [X1, X2]⊗ l1l2 definiert ist.

3Eine kurze exakte Folge 0 −→ A
µ−→ B

ε−→ C −→ 0 ist charakterisiert durch kerµ = 0,
imµ = ker ε, im ε = C.
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3 Auflösbare und nilpotente Lie-Algebren

Auflösbare Lie-Algebren entstehen aus einer abelschen Lie-Algebra durch eine Fol-
ge von abelschen Erweiterungen. Liegen speziell zentrale Erweiterungen vor, so
erhält man nilpotente Lie-Algebren.

{auflösbare Lie-Algebren} ⊇ {nilpotente Lie-Algebren} ⊇ {abelsche Lie-Algebren}

Zu jeder Lie-Algebra g definieren wir zwei absteigende Folgen von charakteristi-
schen Idealen.

Kommutatorreihe oder derivierte Reihe von g

g = D0g ⊇ D1g ⊇ D2g ⊇ · · ·
mit Dp+1g = [Dpg,Dpg] für p > 0.

Absteigende Zentralreihe4 von g

g = C1
g ⊇ C2

g ⊇ C3
g ⊇ · · ·

mit Cp+2g = [g, Cp+1g] für p > 0.

Definition Eine Lie-Algebra g heisst

• auflösbar (der Klasse 6 p), falls Dpg = 0 für ein p > 0,

• nilpotent (der Klasse 6 p), falls Cp+1g = 0 für ein p > 0.

Eine Lie-Algebra g ist auflösbar/nilpotent der Klasse 0 (bzw. 6 1) genau dann,
wenn g = 0 (bzw. wenn g abelsch ist). Jede nilpotente Lie-Algebra ist auflösbar,
denn Cp+1g ⊇ Dpg.

Für auflösbare und nilpotente Lie-Algebren gibt es die folgenden beiden Standard-
beispiele.

Beispiele

1. Die Lie-Algebra bd(K) 6 gld(K) der oberen d×d-Dreiecksmatrizen ist auf-
lösbar (aber nicht nilpotent für d > 2).

4Es gibt auch die aufsteigende Zentralreihe von g

0 = C0g ⊆ C1g ⊆ C2g ⊆ · · ·
mit Cp+1g ⊆ g so, dass Cp+1g/Cpg = z

(
g/Cpg

)
=
{
X ∈ g/Cpg

∣∣ [X,Y ] = 0 ∀Y ∈ g/Cpg
}

das
Zentrum von g/Cpg ist.
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2. Die Lie-Algebra nd(K) 6 gld(K) der oberen d×d-Dreiecksmatrizen mit Nul-
len auf der Diagonale ist nilpotent.

Übung 3.1 Es gelte charK = 2. Dann ist sl2(K) = {X ∈ gl2(K) | trX = 0} eine nilpotente

Lie-Algebra.

Lemma 3.1 Es sei ϕ : g1 → g2 ein surjektiver Homomorphismus von Lie-Alge-
bren. Dann gelten ϕ(Dpg1) = Dpg2 und ϕ(Cp+1g1) = Cp+1g2.

Beweis. Die Behauptungen folgen mit Induktion nach p. Für p = 0 ist dank der
Surjektivität von ϕ nichts zu zeigen.

Aus ϕ(Dpg1) = Dpg2 folgt

ϕ(Dp+1g1) = ϕ
(
[Dpg1,Dpg1]

)
=
[
ϕ(Dpg1), ϕ(Dpg1)

]
= [Dpg2,Dpg2] = Dp+1g2.

Aus ϕ(Cp+1g1) = Cp+1g2 folgt

ϕ(Cp+2g1) = ϕ
(
[g1, Cp+1g1]

)
=
[
ϕ(g1), ϕ(Cp+1g1)

]
= [g2, Cp+1g2] = Cp+2g2. �

Bemerkung Unteralgebren von auflösbaren (bzw. nilpotenten) Lie-Algebren sind
offensichtlich auflösbar (bzw. nilpotent). Gemäss Lemma 3.1 sind Quotienten von
auflösbaren (bzw. nilpotenten) Lie-Algebren auch auflösbar (bzw. nilpotent).

Übung 3.2 Es sei g eine Lie-Algebra. Dann gelten [Cpg, Cqg] ⊆ Cp+qg und Dpg ⊆ C2pg.

3.1 Der Satz von Engel

Ein grundlegendes Resultat über nilpotente Lie-Algebren ist der Satz von Engel,
der eine Verbindung zwischen nilpotenten Endomorphismen und nilpotenten Lie-
Algebren aufzeigt.

Satz 3.2 (Engel) Es sei % : g → gl(V ) eine Darstellung der Lie-Algebra g

auf dem endlich dimensionalen K-Vektorraum V . Für jedes Element X ∈ g

sei %(X) ∈ gl(V ) ein nilpotenter Endomorphismus. Dann besitzt V eine Basis,
bezüglich welcher alle Endomorphismen %(X) für X ∈ g durch obere Dreiecksma-
trizen mit Nullen auf der Diagonale dargestellt werden. Insbesondere ist das Bild
im % eine nilpotente Lie-Algebra.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus dem folgenden Satz 3.4 durch Induktion nach
dimV . �

Der Kern von Engels Satz ist die Aussage, dass eine endlich dimensionale Lie-
Algebra g 6= 0, deren Elemente nilpotente Endomorphismen sind, einen gemeinsa-
men Eigenvektor (natürlich zum Eigenwert 0) besitzt.

Wir formulieren zuerst separat ein Lemma, das wir später nochmals verwenden
werden.

Lemma 3.3 Es sei X ∈ gl(V ) ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist auch
adX nilpotent.

Beweis. Es gilt adX = LX − RX mit LX(Y ) = XY (Linkstranslation) und
RX(Y ) = Y X (Rechtstranslation). Die Endomorphismen LX und RX kommu-
tieren miteinander und sind nach Voraussetzung nilpotent. Also ist auch der
Endomorphismus LX −RX = adX nilpotent.

(
Xp+1 = 0 =⇒ (adX)2p+1 = 0.

)
�

Satz 3.4 Es sei % : g→ gl(V ) eine Darstellung der Lie-Algebra g auf dem endlich
dimensionalen K-Vektorraum V 6= 0. Für jedes Element X ∈ g sei der Endo-
morphismus %(X) ∈ gl(V ) = EndV nilpotent. Dann gibt es einen Vektor v ∈ V ,
v 6= 0, so, dass %(X)v = 0 für alle X ∈ g.

Beweis. Sowohl die Voraussetzung als auch die Behauptung betreffen das Bild
von %. Wir können also g durch im % ersetzen und g 6 gl(V ) annehmen.

Wir verwenden nun Induktion nach dim g. Für dim g = 0 (und auch dim g = 1)
gilt die Behauptung offensichtlich.

Für eine Unteralgebra a 6 g definieren wir den Normalisator von a in g,

ng(a) :=
{
X ∈ g

∣∣ adX(A) ∈ a ∀A ∈ a
}
⊇ a,

als die grösste Unteralgebra von g, in der a ein Ideal ist.

Behauptung: a 6= g =⇒ a 6= ng(a).

Für A ∈ a ist nach Lemma 3.3 auch adA ∈ gl(g) nilpotent. Die Unteralgebra a

wirkt folglich auch auf dem Vektorraum g/a 6= 0 durch nilpotente Endomorphis-
men. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektor X = X + a ∈ g/a,
X /∈ a, mit adA(X) = 0 ∈ g/a für alle A ∈ a. Somit gilt adX(A) = − adA(X) ∈ a

für alle A ∈ a, d. h. X ∈ ng(a). Die Behauptung ist damit bewiesen.

Es sei nun a 6 g eine maximale Unteralgebra mit a 6= g. Nach der vorherigen
Behauptung ist dann ng(a) = g, also a � g. Ein 1-dimensionaler Unterraum der
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Lie-Algebra g/a ist eine (abelsche) Lie-Unteralgebra, und ihr Urbild in g ist eine
Unteralgebra von g, welche a echt umfasst. Nach der Maximalitätsbedingung ist
dann dieses Urbild ganz g. Also ist g/a 1-dimensional.

Wir betrachten den Unterraum

W := {v ∈ V |Av = 0 ∀A ∈ a} ⊆ V.

Aus dim a < dim g folgt nach der Induktionsvoraussetzung W 6= 0. Weiter ist
wegen a � g der Unterraum W stabil unter g, nämlich

A ∈ a, X ∈ g, v ∈W =⇒ AXv = XAv − [X,A]︸ ︷︷ ︸
∈ a

v = 0.

Wir wählen nun Y ∈ g − a. Der Endomorphismus Y ∈ gl(V ) ist nilpotent und
Y (W ) ⊆ W . Es gibt also einen Vektor v ∈ W , v 6= 0, mit Y v = 0. Dann gilt
Xv = 0 für alle X ∈ g = a +K · Y . �

3.2 Der Satz von Lie

Ein grundlegendes Resultat über auflösbare Lie-Algebren ist der Satz von Lie, der
dem Satz von Engel für nilpotente Lie-Algebren ähnelt.

Nach Engels Satz ist eine nilpotente Lie-Unteralgebra von gld(K) isomorph zu
einer Lie-Unteralgebra von nd(K).

Wir haben bd(K) 6 gld(K) als Standardbeispiel von auflösbaren Lie-Algebren ken-
nengelernt. Es liegt also die Vermutung nahe, dass auflösbare Lie-Unteralgebren
von gld(K) isomorph zu einer Lie-Unteralgebra von bd(K) sind. Ganz so allge-
mein kann das nicht gelten. Im allgemeinen sind Endomorphismen von Kd unter
GLd(K) nicht zu einer oberen Dreiecksmatrix konjugiert, sondern nur, wenn das
charakteristische Polynom des untersuchten Endomorphismus in Linearfaktoren
zerfällt. Dies gilt natürlich dann, wenn der Körper K algebraisch abgeschlos-
sen ist. Es gibt noch eine zweite Schwierigkeit, die wir durch die Voraussetzung
charK = 0 erledigen können.

Satz 3.5 (Lie) Es sei g eine auflösbare Lie-Algebra über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper K der Charakteristik 0. Ist % : g → gl(V ) eine Darstellung
von g auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V , so besitzt V eine Basis,
bezüglich welcher alle Endomorphismen %(X) für X ∈ g durch obere Dreiecksma-
trizen dargestellt werden.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem folgenden Satz durch Induktion nach
dimV . �
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Satz 3.6 Es sei g eine auflösbare Lie-Algebra über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper K der Charakteristik 0. Ist % : g→ gl(V ) eine Darstellung von g auf
einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V 6= 0, so gibt es einen gemeinsamen
Eigenvektor von %(X) für alle X ∈ g.

Zum Beweis von Satz 3.6 benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.7 Es sei g eine Lie-Algebra über einem Körper K der Charakteristik 0.
Weiter sei % : g → gl(V ) eine Darstellung von g auf dem endlich dimensionalen
K-Vektorraum V 6= 0. Ferner seinen gegeben

• ein Ideal a � g,

• ein Vektor v ∈ V , v 6= 0,

• eine Abbildung χ : a→ K

mit %(A)v = χ(A) v für alle A ∈ a. Dann gilt χ
(
[X,A]

)
= 0 für alle X ∈ g, A ∈ a.

Beweis. Wir können die Lie-Algebra g durch ihr Bild unter % in gl(V ) ersetzen
und so g 6 gl(V ) annehmen.

Für X ∈ g betrachten wir den Unterraum Vi von V , welcher von den Vektoren
v,Xv, . . . , X i−1v aufgespannt wird. Wir erhalten eine Fahne

0 = V0 $ V1 $ · · · $ Vn = Vn+1 ⊆ V.

Es gilt dann dimVn = n und X(Vn) ⊆ Vn.

Behauptung: A ∈ a =⇒ AX iv ≡ χ(A)X iv (mod Vi) für alle i > 0.

Dies folgt durch Induktion nach i. Für i = 0 gilt die Behauptung nach Vorausset-
zung. Für i > 0 haben wir

AX iv = AXX i−1v = X AX i−1v︸ ︷︷ ︸
≡ χ(A)X i−1v

(mod Vi−1)
nach Ind.vor.

− [X,A]︸ ︷︷ ︸
∈ a

X i−1v

︸ ︷︷ ︸
∈ Vi nach Ind.vor.

≡ χ(A)X iv (mod Vi), denn X(Vi−1) ⊆ Vi.

Für A ∈ a betrachten wir nun den Endomorphismus von Vn, welcher durch v 7→ Av
gegeben ist. Bezüglich der Basis v,Xv, . . . , Xn−1v von Vn lautet die Matrix dieses
Endomorphismus nach der soeben bewiesenen Behauptungχ(A) ∗

. . .
0 χ(A)

 .
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Es gilt also trVn A = nχ(A). Für [X,A] ∈ a anstelle von A erhalten wir dann
trVn [X,A] = nχ

(
[X,A]

)
. Andrerseits ist trVn [X,A] = trVn(XA − AX) = 0 (be-

achte, dass auch X(Vn) ⊆ Vn). Wegen n > 1 und charK = 0 (charK > dimV
würde auch genügen) ist also χ

(
[X,A]

)
= 0. �

Beweis. (Satz 3.6) Wir verwenden Induktion nach dim g. Für dim g = 0 ist die
Aussage trivial. Wir setzen also dim g > 0 voraus. Weil g auflösbar ist, gilt
D1g = [g, g] 6= g.

Es sei a ⊆ g ein Unterraum der Kodimension 1, der [g, g] enthält. Es gilt dann
a/[g, g]�g/[g, g], weil g/[g, g] eine abelsche Lie-Algebra ist. Folglich ist a�g. (Die
Eigenschaft codimg a = 1 ist für a � g natürlich irrelevant und wird erst später
gebraucht.)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektor v ∈ V , v 6= 0, und eine Abbil-
dung χ : a→ K mit Av = χ(A) v für alle A ∈ a.

Wir betrachten den Unterraum

W :=
{
w ∈ V |Aw = χ(A)w ∀A ∈ a

}
6= 0.

Nun verwenden wir Lemma 3.7 um zu zeigen, dass W stabil unter g ist.

A ∈ a, X ∈ g, w ∈ W =⇒ AXw = XAw − [X,A]w

= χ(A)Xw − χ
(
[X,A]

)
w = χ(A)Xw,

d. h. Xw ∈W .

Wir wählen nun Y ∈ g − a. Wegen Y (W ) ⊆ W 6= 0 und weil K algebraisch
abgeschlossen ist, gibt es einen Eigenvektor v′ ∈W für Y . Der Vektor v′ ist dann
ein Eigenvektor für alle X ∈ g = a +K · Y . �

Der Satz von Lie ist falsch in positiver Charakteristik.

Übung 3.3 Es sei K ein (algebraisch abgeschlossener) Körper der Charakteristik 2. Gemäss
Übung 3.1 ist dann sl2(K) nilpotent, also auflösbar. Zeige, dass die Standarddarstellung

% : sl2(K) −→ gl2(K)

keinen gemeinsamen Eigenvektor besitzt.

Übung 3.4 Für charK = p > 0 spannen die beiden p×p-Matrizen

X =


0 1

00 0 1
...

...
. . .

. . .

0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0

 und Y =


0

01
2

. . .

0 p− 1


eine 2-dimensionale, also auflösbare Unteralgebra von glp(K) auf. Es gibt keinen gemeinsamen

Eigenvektor von X und Y .
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4 Radikale, Halbeinfachheit

Lemma 4.1 Es sei 0 −→ a
ε−→ g

π−→ b −→ 0 eine kurze exakte Folge von Lie-
Algebren. Dann ist g genau dann auflösbar, wenn sowohl a als auch b auflösbar
sind.

Beweis. Die Bemerkung nach Lemma 3.1 zeigt die eine Richtung.

Umgekehrt seien a und b auflösbar, Dpa = 0 und Dqb = 0. Dann ist nach
Lemma 3.1 π(Dqg) = Dqb = 0, also Dqg ⊆ kerπ = im ε = ε(a). Somit ist
Dp+qg = DpDqg ⊆ Dpε(a) = ε(Dpa) = 0. �

Die Summe zweier auflösbarer Ideale a � g, b � g ist ein auflösbares Ideal. Dies
folgt durch Betrachten der kurzen exakten Folge

0 −−−−→ a −−−−→ a + b −−−−→ (a + b)/a −−−−→ 0

mit (a + b)/a ∼= b/(a∩ b) und Lemma 4.1. Die Summe aller auflösbaren Ideale in
einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist also das maximale auflösbare Ideal
von g. Es heisst das Radikal von g und wird mit radg bezeichnet. Das Radikal ist
ein charakteristisches Ideal.

Bemerkung Lemma 4.1 mit ”auflösbar“ durch ”nilpotent“ ersetzt ist falsch. Trotz-
dem ist die Summe zweier nilpotenter Ideale wieder ein nilpotentes Ideal. Die
Summe aller nilpotenten Ideale in einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist
also das maximale nilpotente Ideal von g. Es heisst das Nilradikal von g und wird
mit nil g bezeichnet. Das Nilradikal ist ein charakteristisches Ideal.

Zur Definition einer einfachen Lie-Algebra g erwartet man die Bedingung
#{a | a � g} = 2, das heisst g 6= 0 und die einzigen Ideale in g sind 0 und g.
Tatsächlich hat sich die folgende Definition durchgesetzt.

Definition Eine Lie-Algebra g heisst einfach, wenn die Bedingungen dim g 6= 1
und #{a | a � g} = 2 gelten.

Die 1-dimensionalen Lie-Algebren zählen also nicht als einfache Lie-Algebren. Von
den beiden Isomorphieklassen zweidimensionaler Lie-Algebren besteht keine aus
einfachen Lie-Algebren. Für eine einfache Lie-Algebra g gilt somit dim g > 3.

Die Definition einer halbeinfachen Lie-Algebra lautet wie folgt.

Definition Eine endlich dimensionale Lie-Algebra g heisst halbeinfach, wenn g

keine auflösbaren Ideale a 6= 0 enthält. Mit anderen Worten, g ist halbeinfach,
wenn rad g = 0.
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Bemerkung Das letzte nichtverschwindende Ideal in der derivierten Reihe von
rad g ist ein abelsches Ideal in g. Deshalb ist g genau dann halbeinfach, wenn g

keine abelschen Ideale a 6= 0 enthält.

Wir werden im Satz 5.10 zeigen, dass eine endlich dimensionale Lie-Algebra g über
einem Körper der Charakteristik 0 genau dann halbeinfach ist, wenn g ein Produkt
von einfachen Lie-Algebren ist.

Wir haben die kurze exakte Folge von Lie-Algebren

0 −−−−→ rad g −−−−→ g −−−−→ g/ radg −−−−→ 0. (4.1)

Dabei ist das Ideal rad g auflösbar, und der Quotient g/ rad g ist halbeinfach. In
der Tat, ist a ein auflösbares Ideal in g/ radg, so ist das Urbild ã von a in g

ein Ideal, das rad g enthält und das gemäss Lemma 4.1 auflösbar ist. Also gilt
ã = rad g und a = 0.

In einem gewissen Sinn genügt es deshalb, nur auflösbare und halbeinfache Lie-
Algebren zu studieren. Dies ist nicht ganz korrekt, denn die Erweiterung (4.1)
ist im allgemeinen nicht trivial (d. h. g ist i. a. nicht isomorph zum Produkt der
Lie-Algebren rad g und g/ radg).

Es ist nicht leicht, alle Erweiterungen 0 → a → g → b → 0 von b mit Kern
isomorph zu a zu konstruieren. In unserem Fall mit a = rad g und b = g/ radg liegt
jedoch eine besondere Situation vor, indem g nämlich ein semidirektes Produkt
g ∼= rad go g/ radg ist.

Satz 4.2 (Levi) Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem Kör-
per der Charakteristik 0. Dann gibt es eine Lie-Unteralgebra l 6 g, welche unter
der kanonischen Projektion g→→ g/ rad g isomorph auf g/ radg abgebildet wird.

Beweisskizze. Mit Induktion nach dim radg reduziert man die Behauptung auf
dem Fall, wo rad g abelsch ist. Die Darstellung ad : g −→ gl(rad g) definiert dann
eine Darstellung g/ radg −→ gl(rad g). Aber H2(g/ radg; rad g) = 0, weil g/ radg

halbeinfach ist. (Das hat damit zu tun, dass s einfach =⇒ dim s > 3.) Und
somit gibt es als Erweiterung von g/ radg mit Kern isomorph zu rad g nur das
semidirekte Produkt.

Siehe auch [B1, Chap. 1 §3, exerc. 12)]. �

Bevor wir uns auf die halbeinfachen Lie-Algebren konzentrieren werden, soll zuerst
noch zur allgemeinen Information das globale Bild im Kontext der algebraischen
Gruppen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper veranschaulicht werden.
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G algebraisch

endlich

G0 zusammenhängend

abelsche Varietät

G1 linear (oder affin)

halbeinfach

reduktiv G2 auflösbar

Torus

G3 unipotent

1

Beispiele Für G = O(n,C) ist G0 = SO(n,C) eine Untergruppe vom Index 2. Es
gilt ganz allgemein LieG = LieG0.

Beispiel für eine abelsche Varietät ist eine elliptische Kurve (eine abelsche Va-
rietät der Dimension 1). Abelsche Varietäten sind projektive Varietäten, und als
Gruppen sind sie abelsch. Lie(G0/G1) ist eine abelsche Lie-Algebra.

Für G1 = GLn(C) ist G2 = C× · 1 die Gruppe der skalaren Diagonalmatrizen.
Der halbeinfache Quotient GLn(C)/C× · 1 = PGLn(C) ist in diesem Fall (unter
der Voraussetzung n > 2) einfach. Weiter ist dann G3 trivial, d. h. GLn(C) ist
reduktiv.

Für

G1 =



a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 a43 a44

 ∈ GL4(C)


ist

G2 =



α 0 a13 a14

0 α a23 a24

0 0 β 0
0 0 0 β


 und G3 =




1 0 a13 a14

0 1 a23 a24

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Es gilt G1/G2
∼= PGL2(C) × PGL2(C) und G1/G3

∼= GL2(C) × GL2(C). Die
Lie-Algebra von einem Torus ist abelsch, und die Lie-Algebra einer unipotenten
algebraischen Gruppe ist nilpotent.
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5 Invariante Bilinearformen, Cartans Kriterium

Definition Es seien %i : g → gl(Vi) (i = 1, 2) zwei Darstellungen einer Lie-
Algebra g über dem Körper K. Eine Bilinearform b : V1×V2 → K heisst invariant,
wenn gilt

b
(
%1(X)v1, v2

)
+ b
(
v1, %2(X)v2

)
= 0 ∀X ∈ g, ∀v1 ∈ V1, ∀v2 ∈ V2. (5.1)

Beispiel Für g = Lie O(d) =
{
X ∈ M(d×d,R)

∣∣ X + X> = 0
}

und mit der
Standarddarstellung %1 = %2 : g ↪→ gld(R) = M(d×d,R) ist die Bilinearform

b : Rd × Rd −→ R
(v1, v2) 7−→ v>1 v2

invariant: für X ∈ Lie O(d) gilt

(Xv1)>v2 + v>1 Xv2 = v>1 X
>v2 + v>1 Xv2 = −v>1 Xv2 + v>1 Xv2 = 0.

Damit ist wohl auch klar geworden, weshalb wir sagen, die Formel (5.1) definie-
re eine invariante Bilinearform. In unserem Beispiel ist die Bilinearform b das
Standardskalarprodukt auf Rd, und dieses ist invariant unter der Gruppe O(d),
nämlich

b(Av1, Av2) = b(v1, v2) ∀A ∈ O(d), ∀v1, v2 ∈ Rd. (5.2)

Für A = 1 + εX ∈ O
(
d,R[ε]/(ε2)

)
, also mit X ∈ Lie O(d) und ε2 = 0, ist dann

die Formel in (5.2) äquivalent zu

b(Xv1, v2) + b(v1, Xv2) = 0.

Definition Es sei g eine Lie-Algebra über dem Körper K. Eine Bilinearform
b : g×g→ K heisst invariant, wenn sie im Sinn der vorherigen Definition invariant
ist, wobei %1 = %2 = ad. Eine invariante Bilinearform b : g × g → K ist also
charakterisiert durch

b
(
[Y,X ], Z

)
+ b
(
X, [Y, Z]

)
= 0 ∀X,Y, Z ∈ g

oder

b
(
[X,Y ], Z

)
= b
(
X, [Y, Z]

)
∀X,Y, Z ∈ g. (5.3)

Bemerkung Aufgrund dieser letzten Charakterisierung (5.3) heisst eine invariante
Bilinearform manchmal auch assoziativ.
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Für eine Darstellung % : g→ gl(V ) in einem endlich dimensionalen K-Vektorraum
V erhalten wir die symmetrische Bilinearform

b% : g× g −→ K

(X,Y ) 7−→ tr
(
%(X) ◦ %(Y )

)
.

Die folgende Rechnung zeigt, dass b% invariant ist.

b%
(
adX(Y ), Z

)
+ b%

(
Y, adX(Z)

)
= tr

(
%
(
[X,Y ]

)
◦ %(Z)

)
+ tr

(
%(Y ) ◦ %

(
[X,Z]

))
= tr

([
%(X), %(Y )

]
◦ %(Z)

)
+ tr

(
%(Y ) ◦

[
%(X), %(Z)

])
= tr

(
%(X) ◦ %(Y ) ◦ %(Z)

)
− tr

(
%(Y ) ◦ %(X) ◦ %(Z)

)
+ tr

(
%(Y ) ◦ %(X) ◦ %(Z)

)
− tr

(
%(Y ) ◦ %(Z) ◦ %(X)

)
= 0.

Definition Die Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g über
dem Körper K ist die symmetrische invariante Bilinearform

κ : g× g −→ K

(X,Y ) 7−→ tr(adX ◦ adY ).

Übung 5.1 Bestimme die Matrix der Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra durch

ihre Strukturkonstanten bezüglich einer Basis.

Lemma 5.1 Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra und a�g ein Ideal.
Dann stimmt die Einschränkung der Killing-Form von g auf a×a mit der Killing-
Form von a überein.

Beweis. Wir zerlegen g als Vektorraum in g = a⊕ ã. Für A ∈ a und X ∈ g haben
die Endomorphismen adgA, adgX ∈ gl(a ⊕ ã) die Blockformen

adgA =
(

adaA ∗
0 0

)
und adgX =

(
adaX ∗

0 ∗
)
.

Es gilt folglich
tr
(
adg A ◦ adgX

)
= tr

(
adaA ◦ adaX

)
für alle A ∈ a und X ∈ g (also insbesondere für X ∈ a). �

Lemma 5.2 Es sei b : g×g→ K eine symmetrische invariante Bilinearform. Ist
a � g ein Ideal in g, so ist auch der Orthogonalraum von a bezüglich b

a⊥ :=
{
X ∈ g

∣∣ b(X,Y ) = 0 ∀Y ∈ a
}

ein Ideal in g.
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Beweis. Zuerst eine Bemerkung zur Symmetrie: sie hat zur Folge, dass{
X ∈ g

∣∣ b(X,Y ) = 0 ∀Y ∈ a
}

=
{
X ∈ g

∣∣ b(Y,X) = 0 ∀Y ∈ a
}
.

Wir müssen dann also nicht zwischen Links- und Rechts-Orthogonalraum bezüglich
b unterscheiden. Statt Symmetrie zu fordern, genügt dazu auch die Bedingung
b(X,Y ) = λ

(
b(Y,X)

)
für eine Involution λ : K → K.

Für Z ∈ g und X ∈ a⊥ haben wir für alle Y ∈ a

b
(
[Z,X ], Y

)
= b
(
Z, [X,Y ]︸ ︷︷ ︸

= 0

)
= 0,

also [Z,X ] ∈ a⊥. �

Übung 5.2 Es sei b : g× g→ K eine symmetrische vollständig invariante Bilinearform, d. h.

b
(
δ(X), Y

)
+ b
(
X, δ(Y )

)
= 0 ∀X, Y ∈ g, ∀δ ∈ Der g.

Zeige: Ist a ein charakteristisches Ideal in g, so auch a⊥, wobei a⊥ der Orthogonalraum von a

bezüglich b ist.

Lemma 5.3 Die Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist voll-
ständig invariant.

Beweis. Für δ ∈ Der g und X ∈ g gilt nach Lemma 2.4 [δ, adX ] = ad δ(X).
Folglich haben wir für alle δ ∈ Der g und X,Y ∈ g[

δ, (adX) ◦ (adY )
]

=
(
ad δ(X)

)
◦ (adY ) + (adX) ◦

(
ad δ(Y )

)
und somit, weil die Spur eines Kommutators verschwindet,

0 = tr
[
δ, (adX) ◦ (adY )

]
= κ

(
δ(X), Y

)
+ κ
(
X, δ(Y )

)
,

d. h. κ ist vollständig invariant �

Die Jordan-Zerlegung eines Endomorphismus ist aus der linearen Algebra bekannt.
Wir rekapitulieren die Jordan-Zerlegung in der folgenden Proposition.

Proposition 5.4 (Jordan-Zerlegung) Es sei V ein endlich dimensionaler Vek-
torraum über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K. Für jeden Endomor-
phismus ϕ ∈ EndK V gibt es einen halbeinfachen Endomorphismus ϕs und einen
nilpotenten Endomorphismus ϕn in EndK V mit ϕs◦ϕn = ϕn◦ϕs und ϕ = ϕs +ϕn.
Die Endomorphismen ϕs und ϕn sind durch diese Eigenschaften eindeutig be-
stimmt. Es gibt Polynome ps(T ), pn(T ) ∈ T · K[T ] (also ps(0) = 0 = pn(0))
so, dass ϕs = ps(ϕ) und ϕn = pn(ϕ).
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Korollar 5.5 Es sei ϕ = ϕs + ϕn ∈ EndK V wie in Proposition 5.4. Sind dann
A ⊆ B ⊆ V Unterräume mit ϕ(B) ⊆ A, so gilt ϕs(B) ⊆ A und ϕn(B) ⊆ A.

Beweis. Für p(T ) ∈ T ·K[T ] gilt p(ϕ)B ⊆ A. �

Lemma 5.6 Es seien V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und ϕ ∈ EndC V
ein Endomorphismus mit Jordan-Zerlegung ϕ = ϕs + ϕn.

a) Gilt dann tr(ϕ ◦ ϕs) = 0, so ist ϕs = 0, d. h. ϕ nilpotent.

b) Es gibt ein Polynom q(T ) ∈ T · C[T ] mit ϕs = q(ϕs).

Beweis. Es sei v1, . . . , vd eine Basis von V , welche aus Eigenvektoren von ϕs

besteht: ϕs(vi) = λi vi. Der Endomorphismus ϕs ist natürlich durch ϕs(vi) = λi vi
definiert.

a) 0 = tr(ϕ ◦ ϕs) =
d∑
i=1

λi λi + tr(ϕn ◦ ϕs)︸ ︷︷ ︸
= 0, denn ϕn ◦ ϕs = ϕs ◦ ϕn ist nilpotent

=
d∑
i=1

|λi|2 =⇒ λ1 = · · · = λd = 0.

b) Die Interpolationsformel von Lagrange liefert ein Polynom q(T ) mit q(0) = 0
und q(λi) = λi (i = 1, . . . , d).

�

Lemma 5.7 Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem alge-
braisch abgeschlossenen Körper. Der Endomorphismus X ∈ gl(V ) habe die Jordan-
Zerlegung X = Xs + Xn. Dann ist adX = adXs + adXn die Jordan-Zerlegung
von adX.

Beweis. Es gilt adX = adXs + adXn und [adXs, adXn] = ad[Xs, Xn] = 0.
Weiter wissen wir nach Lemma 3.3, dass adXn nilpotent ist. Es bleibt zu zeigen,
dass adXs halbeinfach ist. Dazu wählen wir eine Basis v1, . . . , vd von V , welche
aus Eigenvektoren von Xs besteht: Xsvi = λi vi. Dann ist (Ejk)j,k=1,...,d mit
Ejkvi = δij vk eine Basis von gl(V ), welche aus Eigenvektoren von adXs besteht:

adXs(Ejk) = (λk − λj)Ejk. (5.4)

�

Das folgende Kriterium von E. Cartan über auflösbare Lie-Algebren ist der Schlüs-
sel für einige wichtige Eigenschaften von halbeinfachen Lie-Algebren. Der Beweis
dieses fundamentalen Kriteriums benutzt die Sätze von Lie und Engel.
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Satz 5.8 (Cartans Kriterium) Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum
über einem Körper K der Charakteristik 0. Für eine Lie-Unteralgebra g 6 gl(V )
sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent.

(i) g ist auflösbar.

(ii) tr(XY ) = 0 ∀X ∈ g, ∀Y ∈ [g, g].

Beweis. Wir dürfen annehmen, K sei algebraisch abgeschlossen, denn andernfalls
ersetzen wir V durch V ⊗KK (K ein algebraischer Abschluss von K) und g durch
g ⊗K K. Die Aussagen (i) und (ii) bleiben dabei erhalten. Wir dürfen sogar
annehmen, dass K = C gilt (Lefschetz-Prinzip).

(i) ⇒ (ii) Nach dem Satz von Lie können wir g mit einer Lie-Unteralgebra von
bdimV (C) identifizieren. Dann ist [g, g] eine Lie-Unteralgebra von ndimV (C). Für
X ∈ bdimV (C) und Y ∈ ndimV (C) gilt tr(XY ) = 0. Damit gilt auch tr(XY ) = 0
für alle X ∈ g und Y ∈ [g, g].

(ii) ⇒ (i) Wir zeigen, dass jeder Endomorphismus X ∈ [g, g] nilpotent ist. Nach
dem Satz von Engel ist dann [g, g] eine nilpotente Lie-Algebra und folglich g

auflösbar.

Es sei also X ∈ [g, g] 6 gl(V ) mit Jordan-Zerlegung X = Xs + Xn. Zu zeigen ist
Xs = 0. Nach Lemma 5.6 a) müssen wir die folgende Behauptung beweisen.

Behauptung: Es gilt tr
(
XXs

)
= 0.

Wegen X ∈ [g, g] können wir schreiben X =
N∑
j=1

[Yj , Zj ] mit Yj , Zj ∈ g. Dann ist

tr
(
XXs

)
=

N∑
j=1

tr
(
[Yj , Zj ]Xs

)
=

N∑
j=1

tr
(
Zj
[
Xs, Yj

]︸ ︷︷ ︸
∈ adXs(g)

)
,

und wegen (ii) gilt tr
(
XXs

)
= 0, falls adXs(g) ⊆ [g, g] (was a priori nicht klar

ist, denn wir wissen nicht, ob Xs ∈ g gilt). Um die Inklusion adXs(g) ⊆ [g, g] zu
zeigen, beobachten wir zuerst, dass nach der Formel (5.4) adXs = adXs und dann
nach Lemma 5.7 adXs = (adX)s gelten. Laut Lemma 5.6 b) gibt es ein Polynom
q(T ) ∈ T · C[T ] mit (adX)s = q

(
(adX)s

)
. Weiter ist (adX)s = ps(adX) für ein

Polynom ps(T ) ∈ T · C[T ]. Zusammengesetzt ergibt dies adXs = q
(
ps(adX)

)
=

(adX) ◦ r(adX) für ein Polynom r(T ) ∈ C[T ]. Also gilt adXs(g) ⊆ [g, g]. �

Satz 5.9 Eine endlich dimensionale Lie-Algebra g über einem Körper der Cha-
rakteristik 0 ist genau dann halbeinfach, wenn ihre Killing-Form nicht ausgeartet
ist.
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Beweis. Zuerst sei die Lie-Algebra g halbeinfach, also radg = 0. Wir setzen

r :=
{
X ∈ g

∣∣ κ(X,Y ) = 0 ∀Y ∈ g
}

= g
⊥ � g (5.5)

und betrachten die Lie-Algebra adg r 6 gl(g). Laut der Definition (5.5) gilt
tr(adX◦adY ) = 0 für alle X ∈ r und Y ∈ g (also insbesondere auch für Y ∈ [r, r]).
Damit ist nach Cartans Kriterium adg r eine auflösbare Lie-Unteralgebra von gl(g).
Aber adg ist injektiv, denn ker adg = z(g) � rad g = 0. Also ist r ∼= adg r ein
auflösbares Ideal, und folglich gilt r ⊆ rad g = 0.

Umgekehrt sei die Killing-Form von g nicht ausgeartet. Wir zeigen, dass für jedes
abelsche Ideal a�g gilt κ(a, g) = 0. (Übrigens spielt die Charakteristik des Körpers
für diese Richtung keine Rolle.)

Für X ∈ a und Y ∈ g ist im(adX◦adY ) 6 a, und somit im(adX◦adY )2 = 0, da a

ein abelsches Ideal ist. Der Endomorphismus adX ◦adY ist also nilpotent, woraus
tr(adX ◦ adY ) = 0 folgt. Damit ist κ(a, g) = 0 gezeigt. Da nach Voraussetzung κ
nicht ausgeartet ist, muss a = 0 gelten, d. h. g ist halbeinfach. �

Satz 5.10 Eine halbeinfache Lie-Algebra g über einem Körper der Charakteri-
stik 0 ist isomorph zu einem Produkt von einfachen Lie-Algebren. Genauer: Es
gibt eindeutig bestimmte einfache Ideale s1, . . . , sn � g mit g = s1 ⊕ · · · ⊕ sn.

Beweis. Für ein Ideal a � g ist gemäss Lemma 5.2 auch der Orthogonalraum a⊥

von a bezüglich der Killing-Form ein Ideal in g.

Behauptung: Das Ideal a ∩ a⊥ � g ist auflösbar.

In der Tat, wir zeigen, dass a∩ a⊥ abelsch ist. Die Restriktion der Killing-Form κ
von g auf (a ∩ a⊥)× (a ∩ a⊥) verschwindet. Für A,B ∈ a ∩ a⊥ und X ∈ g gilt

κ
(
[A,B], X

)
= κ

(
A, [B,X ]︸ ︷︷ ︸
∈ a ∩ a⊥

)
= 0,

also [a ∩ a⊥, a ∩ a⊥] ⊆ g⊥. Nach Satz 5.9 gilt aber g⊥ = 0, und somit ist a ∩ a⊥

abelsch.

Weil g halbeinfach ist, haben wir dann a ∩ a⊥ = 0. Weiter ist nach Satz 5.9
dim a+dim a⊥ = dim g. Zusammen gibt dies die Zerlegung g = a⊕a⊥. Ausserdem
ist [a, a⊥] ⊆ a ∩ a⊥ = 0. Es gilt also g ∼= a × a⊥. Mit g sind auch a und a⊥

halbeinfach (andernfalls wäre die Killing-Form auf mindestens einem der Faktoren
a oder a⊥ ausgeartet, also auch auf g ausgeartet). Die Behauptung folgt nun mit
Induktion nach dim g.

Zur Eindeutigkeit: Es sei s � g ein einfaches Ideal. Dann ist 0 6= [s, g] � s, also
[s, g] = s. Andrerseits haben wir

[s, g] = [s, s1]⊕ · · · ⊕ [s, sn],
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also s = [s, sj] = sj für ein j und [s, sk] = 0 für k 6= j. �

Der nächste Satz 5.12 liefert eine präzise Beschreibung der Derivationen einer
halbeinfachen Lie-Algebra über einem Körper der Charakteristik 0. Wir geben
dafür zwei Beweise.

Lemma 5.11 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem Körper
der Charakteristik 0. Weiter sei a�g ein halbeinfaches Ideal. Dann gilt g = a⊕a⊥,
und a⊥ ist die Kommutante5 von a in g.

Beweis. Die Restriktion der Killing-Form von g auf a ist nach Lemma 5.1 die
Killing-Form von a. Diese ist nicht ausgeartet, da a halbeinfach ist. Weil a∩a⊥�a

ein abelsches Ideal ist, gilt a∩a⊥ = 0. Es gilt daher g = a⊕a⊥. Ferner ist gemäss
Lemma 5.2 mit a auch a⊥ ein Ideal in g. Also gilt g ∼= a × a⊥. Schliesslich ist
wegen z(a) = 0 die Kommutante von a gleich a⊥. �

Satz 5.12 Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra über einem Körper der Cha-
rakteristik 0. Dann gilt Der g = ad g, d. h. alle Derivationen von g sind innere
Derivationen.

Beweis. Wir wissen (Beispiel auf Seite 14), dass ad g � Der g gilt. Ausserdem
ist ad g isomorph zu g, also halbeinfach. Wir wenden nun das vorangegangene
Lemma 5.11 auf die Lie-Algebra Der g an. (Wegen Der g ⊆ EndK g ist klar, dass
mit g auch Der g endlich dimensional ist.)

Das Orthogonalkomplement von adg in Der g ist gleich der Kommutante von ad g

in Der g. Wir zeigen, dass diese Kommutante verschwindet.

Für δ ∈ Der g in der Kommutante von adg haben wir (Lemma 2.4)

ad
(
δ(X)

)
= [δ, adX ] = 0 ∀X ∈ g.

Also gilt δ = 0. �

Proposition 5.13 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra, deren Killing-
Form nicht ausgeartet ist. Dann gilt Der g = ad g.

Beweis. Es sei δ ∈ Der g. Wir betrachten die lineare Abbildung

g −→ K

X 7−→ tr
(
(adX) ◦ δ

)
.

5Die Kommutante (oder der Zentralisator) einer Teilmenge S einer Lie-Algebra g ist die
Unteralgebra

{
X ∈ g

∣∣ [X,Y ] = 0 ∀Y ∈ S
}

.
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Weil die Killing-Form κ nicht ausgeartet ist, gibt es ein Element D ∈ g mit
κ(X,D) = tr

(
(adX) ◦ δ

)
für alle X ∈ g.

Wir wollen zeigen, dass die Derivation ε := δ − adD verschwindet. Nach Kon-
struktion gilt tr

(
(adX) ◦ ε

)
= 0 für alle X ∈ g. Nun rechnen wir

κ
(
ε(X), Y

)
= tr

(
(ad ε(X)) ◦ adY

)
= tr

(
[ε, adX ] ◦ adY

)
(nach Lemma 2.4)

= tr
(
ε ◦ (adX) ◦ (adY )− (adX) ◦ ε ◦ (adY )

)
= tr

(
[adX, adY ] ◦ ε

)
= tr

(
(ad[X,Y ]) ◦ ε

)
= 0 ∀X,Y ∈ g.

Es gilt also ε = 0, und somit ist δ = adD. �

Als Korollar zu Proposition 5.13 und Satz 5.9 folgt nochmals Satz 5.12.

6 Cartan-Unteralgebren

Um einen Einblick in die Struktur der endlich dimensionalen Lie-Algebra g zu
gewinnen, betrachten wir die adjungierte Darstellung ad : g→ gl(g) und schränken
sie auf eine Unteralgebra h ein. Bei geeigneter Wahl von h liefert diese Darstellung
ad : h→ gl(g) wertvolle Informationen über die Struktur der Lie-Algebra g.

Für H ∈ g und λ ∈ K sei

gλ(H) :=
{
X ∈ g

∣∣ (adH − λ id)nX = 0 für genügend grosses n
}

(6.1)

der verallgemeinerte Eigenraum von adH zu λ. Falls der Körper K algebraisch
abgeschlossen ist, gilt

g =
⊕
λ∈K

gλ(H).

Lemma 6.1
[
gλ(H), gµ(H)

]
⊆ gλ+µ(H).

Beweis. Dies folgt aus der Formel im ersten Teil von Lemma 2.1 für δ = adH . �

Insbesondere ist g0(H) eine Unteralgebra von g.

Notation Für jede Funktion α : h→ K auf einer Teilmenge h ⊆ g definieren wir
den Durchschnitt der verallgemeinerten Eigenräume gα(H)(H) (6.1) für alle H ∈ h

gα :=
⋂
H∈h

gα(H)(H). (6.2)
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Wir nennen α ein Gewicht, falls gα 6= 0 gilt. Der Unterraum gα heisst dann
Gewichtsraum zum Gewicht α. Auch falls α kein Gewicht ist, ist es manchmal
bequem, gα = 0 missbräuchlicherweise als Gewichtsraum zum Gewicht α zu be-
zeichnen.

Proposition 6.2 Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem
algebraisch abgeschlossenen Körper K und h 6 g eine nilpotente Unteralgebra.
Für jede Funktion α : h → K sei der simultane verallgemeinerte Eigenraum gα

gemäss der obigen Notation (6.2) definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) h ⊆ g0,
[
h, gα(H)(H)

]
⊆ gα(H)(H), [h, gα] ⊆ gα und [gα, gβ] ⊆ gα+β.

b) g =
⊕

α:h→K
gα.

Die folgenden Aussagen gelten unter der zusätzlichen Voraussetzung charK = 0.

c) gα 6= 0 =⇒ α ∈ h∗ und α
(
[h, h]

)
= 0.

d) Für H1, H2 ∈ h gilt die folgende Formel für die Killing-Form:

κ(H1, H2) =
∑
α∈h∗

(dim gα)α(H1)α(H2).

Beweis. Der Teil a) gilt auch ohne die Bedingung, dass der Körper K algebraisch
abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung ist h nilpotent. Für alle H,X ∈ h gilt also

0 = [H, . . . , [H︸ ︷︷ ︸
n

,X ] . . . ] = (adH)nX

für genügend grosses n. Folglich ist h ⊆ g0. Die anderen Behauptungen in a)
folgen nun aus Lemma 6.1.

Bekanntlich ist die Summe in b) direkt. Wir müssen noch zeigen, dass die Summe
der simultanen verallgemeinerten Eigenräume ganz g ausschöpft. Dies folgt aus
a): wir fixieren H1 ∈ h und zerlegen g in verallgemeinerte Eigenräume von adH1,

g =
⊕

α(H1)∈K
gα(H1)(H1).

Jeder Summand gα(H1) ist stabil unter ad h. Wir fixieren H2 ∈ h und zerlegen
jeden verallgemeinerten Eigenraum gα(H1)(H1) in verallgemeinerte Eigenräume
von adH2,

gα(H1)(H1) =
⊕

α(H2)∈K
gα(H1)(H1) ∩ gα(H2)(H2).
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Jeder Summand gα(H1)(H1)∩gα(H2)(H2) ist stabil unter ad h. Wir fixieren H3 ∈ h

usw. Wegen dim g <∞ gibt es H1, . . . , Hm ∈ h so, dass sich die Zerlegung

g =
⊕

α(H1)∈K
· · ·

⊕
α(Hm)∈K

m⋂
j=1

gα(Hj)(Hj)

nicht mehr weiter verfeinern lässt: auf jedem nichttrivialen Durchschnitt

m⋂
j=1

gα(Hj)(Hj)

hat jeder Endomorphismus adH für H ∈ h einen einzigen Eigenwert α(H).

Teil c) folgt aus dem Satz von Lie. Für alle α : h→ K gibt es eine Basis von gα,
bezüglich welcher alle Endomorphismen adgα H für H ∈ h durch obere Dreiecks-
matrizen der Form

dim gα


α(H) ∗

. . .
0 α(H)


dargestellt werden. Die Behauptung, dass α ∈ h∗ für gα 6= 0, folgt dann aus der
Linearität der Abbildung adgα . Die andere Behauptung in Teil c) und der Teil d)
sind dann auch klar. �

Proposition 6.3 Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra und h 6 g

eine nilpotente Unteralgebra. Dann gilt genau dann h = ng(h), wenn wir mit der
Notation (6.2) die Gleichheit h = g0 haben.

Beweis. Wir zeigen, dass sich g0 ⊆ g selbst normalisiert. Für X ∈ ng(g0) gilt für
jedes H ∈ h ⊆ g0

(adH)X = −[X,H ] ∈ g0,

also (adH)nX = 0 für genügend grosses n. Somit ist X ∈ g0. Für h = g0 gilt also
h = ng(h).

Falls h 6= g0, so betrachten wir die Quotientendarstellung der adjugierten Darstel-
lung von h auf g0/h. Gemäss dem Satz von Engel gibt es ein Element X ∈ g0 − h

mit [X, h] ⊆ h, also X ∈ ng(h)− h. Damit ist also h 6= ng(h). �

Es scheint also zweckmässig, nilpotente Unteralgebren zu studieren, die sich selbst
normalisieren.

Definition Eine Cartan-Unteralgebra h einer Lie-Algebra g ist eine nilpotente
Unteralgebra von g, deren Normalisator in g mit h übereinstimmt, h = ng(h).
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Beispiele

1) Ist g nilpotent, so ist g selbst die einzige Cartan-Unteralgebra von g. (Für
a 6 g mit a 6= g gilt ng(a) 6= a, wenn g nilpotent ist.)

2) Für g = gld(K) = M(d×d,K) bilden die Diagonalmatrizen eine Cartan-
Unteralgebra.

3) Für g = gl2(K) = M(2×2,K) bilden die Matrizen der Form
(

a b
−b a

)
eine

Cartan-Unteralgebra.

4) Jeder 1-dimensionale Unterraum der reellen Lie-Algebra Lie SO(3) ist eine
Cartan-Unteralgebra.

A priori ist nicht klar, ob zu g eine Cartan-Unteralgebra existiert. Und wenn eine
existiert, wie eindeutig ist sie? Für eine endlich dimensionale Lie-Algebra g über
K lassen sich unter sukzessiv stärkeren Voraussetzungen die folgenden Aussagen
zeigen.

• Ist K unendlich, so besitzt g eine Cartan-Unteralgebra.

• Gilt charK = 0, so besitzen alle Cartan-Unteralgebren dieselbe Dimension.

• Gilt charK = 0 und ist K algebraisch abgeschlossen, so sind alle Cartan-
Unteralgebren zueinander konjugiert, und zwar unter der Gruppe, welche
von den Automorphismen exp(adX) für X ∈ g mit adX nilpotent erzeugt
wird.

Man beachte, dass die Cartan-Unteralgebren in den Beispielen 2) und 3) mit d = 2
und K = R nicht zueinander konjugiert sind.

Die Endomorphismen adX für X ∈ g sind singulär (falls g 6= 0). Wir schreiben
das charakteristische Polynom von adX als

det(adX − T id) =
dim g∑
j=0

aj(X)T j.

Dabei sind die Koeffizienten aj(X) polynomiale Funktionen in X ∈ g.

Definition Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem unend-
lichen Körper. Der Rang rk g von g ist definiert als die minimale Dimension eines
verallgemeinerten Eigenraumes von adX zum Eigenwert 0, wenn X über g läuft,
also

rk g := min
{

dim g0(X)
∣∣ X ∈ g

}
.

Die Menge der regulären Elemente greg von g ist definiert als

greg :=
{
X ∈ g

∣∣ dim g0(X) = rk g
}
.
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Ein Element X ∈ g ist also genau dann regulär, wenn die algebraische Vielfachheit
von 0 für adX minimal ist. Die Teilmenge greg ⊆ g ist nichtleer und (Zariski-)-
offen, denn die Bedingung dim g0(X) > rk g lässt sich durch das Verschwinden der
polynomialen Funktion ark g(X) ausdrücken.

Beispiele

1) g ist genau dann nilpotent, wenn greg = g gilt.

2) sl2(C)reg =
{
X ∈ sl2(C)

∣∣ detX 6= 0
}

= sl2(C) −N , wobei N ⊆ sl2(C) den
Kegel der nilpotenten Matrizen bezeichnet: für X =

(
α β
γ −α

)
gilt

det(adX − T id) =

∣∣∣∣∣∣
−T −γ β
−2β 2α− T 0

2γ 0 −2α− T

∣∣∣∣∣∣ = −T 3 + 4(α2 + βγ)T.

Übung 6.1 Bestimme gl2(C)reg .

Proposition 6.4 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem un-
endlichen Körper K. Für H ∈ greg ist g0(H) eine Cartan-Unteralgebra von g.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass K
algebraisch abgeschlossen ist. Andernfalls sei K ein algebraischer Abschluss des
Körpers K. Es gelten die folgenden Aussagen.

• h ist eine Cartan-Unteralgebra in g ⇐⇒ h⊗KK ist eine Cartan-Unteralgebra
in g⊗K K.

• H ∈ greg ⇐⇒ H ⊗ 1 ∈
(
g⊗K K

)reg.

Wir zeigen zuerst, dass g0(H) nilpotent ist. Gemäss Lemma 6.1 definiert für λ ∈ K
jedes Element X ∈ g0(H) einen Endomorphismus

adgλ(H)X : gλ(H) −→ gλ(H).

Für X = H kennen wir die Eigenwerte. Für jedes λ ∈ K× mit gλ(H) 6= 0 gibt es
eine offene Teilmenge Uλ ⊆ g0(H) mit H ∈ Uλ und so, dass die Eigenwerte von
adgλ(H)X von 0 verschieden sind.

Eigenwerte von adg0(H) X Eigenwerte von adgλ(H) X

X = H 0 λ

X ∈ Uλ 6= 0
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Weil H regulär ist, gilt dim g0(X) > dim g0(H). Für X ∈ U :=
⋂

λ∈K×
gλ(H) 6=0

Uλ ist

also adg0(H) X nilpotent. Wegen ∅ 6= U ⊆
offen

g0(H) ist dann adg0(H) X für alle

X ∈ g0(H) nilpotent. Damit ist nach dem Satz von Engel g0(H) eine nilpotente
Lie-Algebra: für n := dim g0(H) und X1, . . . , Xn ∈ g0(H) gilt

0 = adX1 ◦ · · · ◦ adXn ∈ gl
(
g0(H)

)
,

also [X1, . . . , [Xn, X ] . . . ] = 0 für alle X1, . . . , Xn, X ∈ g0(H).

Nun zeigen wir noch, dass sich g0(H) selbst normalisiert. Für X ∈ ng

(
g0(H)

)
schreiben wir X =

∑
λ∈K

Xλ mit Xλ ∈ gλ(H). Es gilt dann

g0(H) 3 adX(H) =
∑
λ∈K

adXλ(H) =
∑
λ∈K
− adH(Xλ)︸ ︷︷ ︸
∈ gλ(H)

,

i. e. adH(Xλ) = 0 für λ 6= 0, also Xλ = 0 für λ 6= 0. Damit ist X = X0 ∈ g0(H).
�

7 Einschub: Tensorprodukte von Vektorräumen

Wir werden später Tensorprodukte von Darstellungen benötigen. Vorerst begnügen
wir uns mit Tensorprodukten von Vektorräumen. Sie lassen sich dann später leicht
mit zusätzlichen Strukturen ergänzen.

7.1 Tensorprodukt von zwei Vektorräumen

Das Tensorprodukt V ⊗W (genauer V ⊗K W ) zweier K-Vektorräume V und W
lässt sich folgendermassen beschreiben:

V ⊗W := U/R.

Dabei ist U der K-Vektorraum mit Basis V ×W ,

U =
⊕

(v,w)∈V×W
K · (v, w),

und R ist der Unterraum, welcher von den Elementen

(v, w) + (v′, w) − (v + v′, w) (v, v′ ∈ V , w ∈W ),
(v, w) + (v, w′)− (v, w + w′) (v ∈ V , w,w′ ∈ W ),
(λv,w) − (v, λw) (v ∈ V , w ∈ W , λ ∈ K),
(λv,w) − λ · (v, w) (v ∈ V , w ∈ W , λ ∈ K)

 (7.1)
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erzeugt wird. Das Bild des Basisvektors (v, w) ∈ V × W ⊆ U im Quotienten
U/R = V ⊗W wird mit v ⊗ w bezeichnet.

Die kanonische Abbildung β : V ×W → V ⊗W , (v, w) 7→ v ⊗ w, ist K-bilinear.
Diese Abbildung ist universell im folgenden Sinn. Ist γ : V ×W → U irgendeine
K-bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum U , so gibt es genau eine K-lineare
Abbildung γ̃ : V ⊗W → U mit γ = γ̃ ◦ β. Als kommutatives Diagramm sieht dies
wie folgt aus.

V ×W
β

//

γ
%%LLLLLLLLLL V ⊗W
∃! γ̃

��

U

Lemma 7.1 Zwei lineare Abbildungen f : V1 → V2 und g : W1 → W2 zwischen
K-Vektorräumen induzieren eine lineare Abbildung

f ⊗ g : V1 ⊗W1 −→ V2 ⊗W2∑
(v,w)∈V1×W1

avw v ⊗ w 7−→
∑

(v,w)∈V1×W1

avw f(v)⊗ g(w).

Beweis. Wir haben V1 ⊗ W1 = U1/R1 und V2 ⊗ W2 = U2/R2, wobei U1, R1,
U2 und R2 die offensichtlichen Bedeutungen haben. Es gibt natürlich eine lineare
Abbildung f � g : U1 → U2, welche als die K-lineare Fortsetzung der Abbildung
(v, w) 7→

(
f(v), g(w)

)
definiert ist.

Weil f und g lineare Abbildungen sind, gilt f�g(R1) ⊆ R2. Damit induziert f�g
eine lineare Abbildung f ⊗ g : U1/R1 → U2/R2. �

Bemerkung Die Beschreibung der Abbildung f ⊗ g in Lemma 7.1 als∑
(v,w)∈V1×W1

avw v ⊗ w 7−→
∑

(v,w)∈V1×W1

avw f(v)⊗ g(w)

(mit avw ∈ K und avw 6= 0 nur für endlich viele Paare (v, w) ∈ V1 ×W1) hätten
wir auch kurz als

v ⊗ w 7−→ f(v)⊗ g(w)

notieren können, da die Abbildung nach Voraussetzung linear ist. In Zukunft soll
diese abgekürzte Schreibweise verwendet werden.

Lemma 7.2 Es seien (vi)i∈I und (wj)j∈J Basen der K-Vektorräume V und W .
Dann ist (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J eine Basis von V ⊗W .
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Beweis. Alle Vektoren v ∈ V und w ∈ W können wir als Linearkombinationen
v =

∑
i∈I

ai vi und w =
∑
j∈J

bj wj schreiben. Es gilt dann aufgrund der Relatio-

nen (7.1)

v ⊗ w =
∑

(i,j)∈I×J
aibj (vi ⊗ wj). (7.2)

Dabei ist ai 6= 0 nur für endlich viele i ∈ I und bj 6= 0 nur für endlich viele j ∈ J ,
also aibj 6= 0 nur für endlich viele (i, j) ∈ I × J . Weil die Elemente der Form
v ⊗ w den Vektorraum V ⊗W erzeugen, bilden gemäss Gleichung (7.2) auch die
Vektoren (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J ein Erzeugendensystem für den Vektorraum V ⊗W .

Wir müssen zeigen, dass die Vektoren (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J linear unabhängig sind.
Dazu betrachten wir die linearen Abbildungen v∗i : V → K (für i ∈ I) und
w∗j : W → K (für j ∈ J), welche durch

v∗i (vi′ ) = δii′ (i, i′ ∈ I) und w∗j (wj′ ) = δjj′ (j, j′ ∈ J)

definiert sind. Es gelte ∑
(i′,j′)∈I×J

ai′j′ (vi′ ⊗ wj′ ) = 0.

Dann ist für alle (i, j) ∈ I × J

0 = v∗i ⊗ w∗j
( ∑

(i′,j′)∈I×J
ai′j′ (vi′ ⊗ wj′ )

)
= aij (1⊗ 1),

also aij = 0, denn 1⊗1 6= 0. Schreiben wir K⊗K = U/R mit U =
⊕

x,y∈K
K ·(x, y),

so erfüllen die Elemente ∑
x,y∈K

axy (x, y) ∈ R

die Relation
∑

x,y∈K
axy xy = 0. Also ist (1, 1) /∈ R und somit 1⊗ 1 6= 0. �

Für K-Vektorräume U , V , W und Familien von K-Vektorräumen (Vi)i∈I , (Wj)j∈J
haben wir die folgenden kanonischen Isomorphismen von K-Vektorräumen.

(U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W ), (u⊗ v)⊗ w 7→ u⊗ (v ⊗ w),
V ⊗W ∼= W ⊗ V, v ⊗ w 7→ w ⊗ v,(⊕
i∈I

Vi

)
⊗
(⊕
j∈J

Wj

)
∼=

⊕
(i,j)∈I×J

Vi ⊗Wj , (vi)i∈I ⊗ (wj)j∈J 7→ (vi ⊗ wj)(i,j)∈I×J .

Der letzte dieser Isomorphismen formuliert Lemma 7.2 um.
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Übung 7.1 Sind (Vi)i∈I und (Wj)j∈J zwei Familien von K-Vektorräumen, so ist die kanonische
Abbildung (∏

i∈I
Vi

)
⊗
( ∏
j∈J

Wj

)
−→

∏
(i,j)∈I×J

Vi ⊗Wj

(vi)i∈I ⊗ (wj)j∈J 7−→ (vi ⊗wj)(i,j)∈I×J

injektiv aber im allgemeinen nicht surjektiv.

7.2 Tensorprodukt von Familien von Vektorräumen

Für eine Familie (Vi)i∈I von K-Vektorräumen definiert man das Tensorprodukt⊗
i∈I

Vi als Quotient des K-Vektorraumes mit Basis
∏
i∈I

Vi modulo dem Unterraum

mit den evidenten Relationen.

Für I = {i} können wir
⊗
i∈I

Vi mit Vi identifizieren, und für I = ∅ ist
⊗
i∈I

Vi = K

der Grundkörper. Für Vi = V mit i ∈ I = {1, . . . , n} schreiben wir V ⊗n =
⊗
i∈I

Vi.

7.3 Tensoralgebra

Wir definieren zu jedem K-Vektorraum V eine (graduierte) assoziative K-Algebra
mit 1, die Tensoralgebra

T (V ) :=
∞⊕
n=0

V ⊗n.

Die Elemente vom Grad n sind Tensoren der Form v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V ⊗n, und das
Produkt ist auf die evidente Art definiert, nämlich für homogene Elemente durch

(v1 ⊗ · · · ⊗ vn, w1 ⊗ · · · ⊗ wm) 7−→ v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm.

Manchmal ist es nützlich, die soeben definierte Tensoralgebra durch eine universel-
le Eigenschaft zu charakterisieren. Die Elemente vom Grad 1 in T (V ) können wir
mit dem Vektorraum V identifizieren. Wir erhalten so die Inklusion V ι−→ T (V ).
Ist A irgendeine assoziative K-Algebra mit 1 und V

α−→ A eine K-lineare Abbil-
dung, so gibt es genau einen Homomorphismus von assoziativen Algebren mit 1
von der Tensoralgebra T (V ) nach A, welcher α erweitert. Als kommutatives Dia-
gramm geschrieben sieht das so aus:

V
� � ι //

α
""EEEEEEEEE T (V )

∃! α̂
��

A
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7.4 Äussere und symmetrische Potenzen

Die n-te äussere Potenz
∧n

V und die n-te symmetrische Potenz
⊙n

V des
K-Vektorraumes V sind Quotienten von V ⊗n.∧n

V := V ⊗n
/〈
v1 ⊗ · · · ⊗ vn

∣∣ vi = vj für ein Paar (i, j) mit i 6= j
〉⊙n V := V ⊗n

/〈
v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vn − v1 ⊗ · · · ⊗ vi+1 ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vn

〉
Das Bild von v1⊗ · · ·⊗ vn ∈ V ⊗n unter der kanonischen Projektion V ⊗n →→

∧n
V

wird mit v1 ∧ · · · ∧ vn bezeichnet. Das Bild von v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V ⊗n unter der
kanonischen Projektion V ⊗n →→

⊙n V wird nicht etwa mit v1 � · · · � vn, sondern
einfach mit v1 · · · vn bezeichnet.

Statt
∧n

V findet man in der Literatur auch die Bezeichnungen Altn V oder etwas
exotischer

(
V
n

)
. Ebenso wird

⊙n
V oft als Symn V oder Sn V bezeichnet. Als

Pendant zur Bezeichnung
(
V
n

)
für Altn V könnte man

((
V
n

))
für
⊙n V verwenden.

Für jede Permutation σ ∈ Sn gelten die Formeln

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(n) = sign(σ) v1 ∧ · · · ∧ vn

und
vσ(1) · · · vσ(n) = v1 · · · vn.

Ist (ei)i∈I (I eine total geordnete Indexmenge) eine Basis von V , so sind(
ei1 ∧ · · · ∧ ein

)
i1<···<in eine Basis von

∧n
V

und (
ei1 · · · ein

)
i16···6in eine Basis von

⊙n
V .

Die direkten Summen∧
V :=

⊕
n>0

∧n
V = T (V )

/
(v ⊗ v | v ∈ V )

⊙
V :=

⊕
n>0

⊙n
V = T (V )

/
(v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1 | v1, v2 ∈ V )

sind assoziative Algebren mit 1 (mit den evidenten Multiplikationen), die äussere
Algebra von V und die symmetrische Algebra von V .

8 Die universelle Einhüllende

Wir haben bereits gesehen, dass jede assoziative Algebra auch die Struktur einer
Lie-Algebra trägt. Die Lie-Klammer ist dabei durch [a, b] := ab − ba gegeben.
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Jeder Lie-Algebra g können wir eine assoziative Algebra mit 1 zuordnen, nämlich
die universelle Einhüllende Ug.

Ug oder genauer g
ι−→ Ug ist wie folgt charakterisiert.

• Ug ist eine assoziative Algebra mit 1.

• ι ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren.

• Für jeden Homomorphismus von Lie-Algebren g
ϕ−→ A, wobei A eine asso-

ziative Algebra mit 1 ist, gibt es genau einen Homomorphismus ϕ̃ : Ug→ A
von assoziativen Algebren mit 1 so, dass das Diagramm

g
ι //

ϕ
��

???????? Ug

∃! ϕ̃
��

A

kommutiert (universelle Eigenschaft).

Der Funktor U : g 7→ Ug ist also links-adjungiert zum Funktor, der einer
assoziativen Algebra A die Lie-Algebra A zuordnet.

HomAss(Ug, A) ∼= HomLie(g, A).

Aus der Definition folgt sofort die Eindeutigkeit von Ug bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. A priori ist jedoch nicht evident, dass eine solche universelle Einhüllende
von g existiert. Wir zeigen die Existenz, indem wir Ug explizit konstruieren,
nämlich

Ug = T (g)/I.

Dabei ist I das zweiseitige Ideal, welches von den Elementen X⊗Y −Y ⊗X−[X,Y ]
für X,Y ∈ g erzeugt wird. Und g

ι−→ Ug ist die Zusammensetzung der Inklusion
g ↪→ T (g) mit der kanonischen Projektion T (g)→→ T (g)/I = Ug.

Proposition 8.1 g
ι−→ Ug erfüllt die universelle Eigenschaft.

Beweis. Es sei g
ϕ−→ A ein Homomorphismus von Lie-Algebren von g in eine

assoziative Algebra mit 1. Nach der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra
lässt sich die lineare Abbildung ϕ eindeutig zu einem Homomorphismus

T (g)
ϕ̂−→ A

von assoziativen Algebren mit 1 erweitern. Wegen ϕ̂(I) = 0 faktorisiert ϕ̂ via Ug.
�
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Der Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt ist ein Struktursatz für die universelle Ein-
hüllende.

Satz 8.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Es sei g =
⊕
i∈I

K ·Xi eine Lie-Algebra über

dem Körper K, wobei I eine total geordnete Indexmenge ist. Für jede schwach
aufsteigende Folge J = (j1, . . . , jn) von Elementen von I (also j1 6 · · · 6 jn)
setzen wir XJ := Xj1 . . . Xjn ∈ Ug (dabei ist X() = 1). Dann gilt

Ug =
⊕
J

K ·XJ ,

wobei J über alle schwach aufsteigenden Folgen J = (j1, . . . , jn) von Elementen
von I läuft.

Beispiel Für sl2(K) = K · F ⊕K ·H ⊕K ·E bilden

1, F,H,E, F 2, FH, FE,H2, HE,E2, F 3, F 2H, . . .

eine Basis von Ug.

Bemerkungen

1. Als Korollar zum Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt folgt, dass der Homomor-
phismus ι : g→ Ug injektiv ist.

2. Falls g abelsch ist, haben wir Ug =
⊙

g. Wenn g nicht abelsch ist, so ist das
Ideal I = (X ⊗ Y − Y ⊗X − [X,Y ] |X,Y ∈ g) nicht homogen und folglich
Ug = T (g)/I nicht graduiert, sondern bloss filtriert.
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Kapitel II

Strukturtheorie

Von nun an bezeichnen wir mit g 6= 0
eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra.

9 Wurzelraumzerlegung

9.1 Wurzelräume und Wurzelsysteme

Es sei h eine Cartan-Unteralgebra von g. Dann zerfällt g in die direkte Summe

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα.

Dabei ist h = g0 der Gewichtsraum zum Gewicht 0, und Φ ist die Menge der
Gewichte verschieden von 0,

Φ := Φ(g, h) :=
{
α ∈ h∗ − {0}

∣∣ gα 6= 0
}
.

Die Elemente von Φ heissen Wurzeln, Φ heisst Wurzelsystem, und für α ∈ Φ heisst
gα der Wurzelraum zur Wurzel α.

Wir wissen nach dem Beweis der Proposition 6.2, dass bezüglich einer geeigneten
Basis von gα alle Endomorphismen adgα H für H ∈ h durch Matrizen der Formα(H) ∗

. . .
0 α(H)
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dargestellt werden. Wir werden sehen, dass ∗ = 0 gilt. Für α = 0 bedeutet
dies insbesondere, dass die Cartan-Unteralgebra h abelsch ist. Für α ∈ Φ werden
wir dann zeigen, dass der Wurzelraum gα 1-dimensional ist. Als Zwischenresultat
zeigen wir (in Lemma 9.4) zuerst dim [gα, g−α] = 1.

Proposition 9.1 Es sei h eine Cartan-Unteralgebra von g und

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα

die zugehörige Wurzelraumzerlegung.

a) α, β ∈ Φ ∪ {0} mit α+ β 6= 0 =⇒ gα ⊥ gβ, d. h. κ(gα, gβ) = 0.

b) α ∈ Φ =⇒ gα ⊥ h.

c) Die Restriktion der Killing-Form von g auf gα× g−α und insbesondere h× h

ist nicht ausgeartet.

d) α ∈ Φ =⇒ −α ∈ Φ.

e) H ∈ h mit α(H) = 0 ∀α ∈ Φ =⇒ H = 0.

f) Die Cartan-Unteralgebra h ist abelsch.

g) H ∈ h =⇒ adH ist halbeinfach. Für X ∈ gα gilt dann also

[H,X ] = α(H)X.

h) span Φ = h∗.

Beweis.

a) Für X ∈ gα und Y ∈ gβ haben wir nach Proposition 6.2 a)(
adX ◦ adY

)n(gγ) ⊆ gn(α+β)+γ = 0 ∀γ ∈ Φ ∪ {0}

für genügend grosses n. Der Endomorphismus adX ◦ adY ∈ gl(g) ist also
nilpotent. Es gilt somit κ(X,Y ) = 0.

b) folgt aus a) mit β = 0.

c) folgt aus a), da κ nicht ausgeartet ist.

d) folgt aus c).

e) Nach der Formel in Proposition 6.2 d) haben wir κ(H, h) = 0, also H = 0
nach c).
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f) Nach Proposition 6.2 c) gilt α
(
[h, h]

)
= 0 ∀α ∈ Φ, also [h, h] = 0 nach e).

g) Wir betrachten die Jordan-Zerlegung adH = (adH)s + (adH)n.

Behauptung: (adH)s ist eine Derivation von g.

Für X ∈ gα, Y ∈ gβ mit α, β ∈ Φ ∪ {0} rechnen wir[
(adH)sX,Y

]
+
[
X, (adH)sY

]
=
[
α(H)X,Y

]
+
[
X, β(H)Y

]
=
(
α+ β

)
(H) [X,Y ] = (adH)s[X,Y ] (da [X,Y ] ∈ gα+β).

Wegen Der g = ad g (Satz 5.12) gibt es S ∈ g mit (adH)s = adS. Weiter
haben wir [S, h] = (adH)s(h) = 0. Das Element S liegt also im Zentralisator
cg(h) ⊆ ng(h) = h. Es gilt folglich ad(H − S) = (adH)n, und für α ∈ Φ
haben wir dann α(H − S) = 0, also H = S nach e).

h) folgt aus e).

�

Lemma 9.2 Ist α ∈ Φ eine Wurzel und sind X ∈ gα, Y ∈ g−α und H ∈ h, so ist
[X,Y ] ∈ h, und es gilt die Formel

κ
(
H, [X,Y ]

)
= α(H)κ(X,Y ). (9.1)

Insbesondere ist [gα, g−α] 6= 0.

Beweis. [X,Y ] ∈ gα−α = g0 = h.

κ
(
H, [X,Y ]

)
= κ

(
[H,X ], Y

)
= κ

(
α(H)X,Y

)
= α(H)κ(X,Y ).

Weil κ auf gα× g−α nicht ausgeartet ist, gibt es X±α ∈ g±α mit κ(Xα, X−α) 6= 0.
Dann ist [gα, g−α] 3 [Xα, X−α] 6= 0, nach der Formel (9.1). �

Lemma 9.3 Ist α ∈ Φ eine Wurzel und sind X ∈ gα, Y ∈ g−α mit [X,Y ] 6= 0,
so gilt α

(
[X,Y ]

)
6= 0.

Beweis. Für jede Wurzel β ∈ Φ ist der Unterraum

s :=
⊕
n∈Z

gβ+nα

stabil unter adX und adY .
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�

*

�
0

α

−α

β − 2α

β − α
β

β + α

β + 2α

Wir formen die Spur des Kommutators um.

0 = tr
[
ads X, ads Y

]
= tr

(
ads [X,Y ]︸ ︷︷ ︸

∈ h

)
=
∑
n∈Z

dim gβ+nα ·
(
β + nα

)
([X,Y ])

= (dim s)︸ ︷︷ ︸
6= 0

·β
(
[X,Y ]

)
+M · α

(
[X,Y ]

)
.

Aus α
(
[X,Y ]

)
= 0 folgt also β

(
[X,Y ]

)
= 0 für alle Wurzeln β ∈ Φ. Nach Proposi-

tion 9.1 e) ist dann [X,Y ] = 0, was der Voraussetzung widerspricht. Es gilt daher
α
(
[X,Y ]

)
6= 0. �

Lemma 9.4 Ist α ∈ Φ eine Wurzel, so gilt dim [gα, g−α] = 1.

Beweis. Wir wissen bereits aus Lemma 9.2, dass dim [gα, g−α] > 1 ist. Für die
umgekehrte Ungleichung verwenden wir Lemma 9.3, wonach [gα, g−α] ∩ kerα = 0
gilt. ([gα, g−α] = span{[X,Y ] |X ∈ gα, Y ∈ g−α}.)

dim [gα, g−α] = dim
(
[gα, g−α] + kerα

)︸ ︷︷ ︸
6 dim h = rk g

+ dim
(
[gα, g−α] ∩ kerα

)︸ ︷︷ ︸
= 0

− dim kerα︸ ︷︷ ︸
= (rk g)− 1

6 1.

�

Weil die Killing-Form eingeschränkt auf h× h nicht ausgeartet ist, haben wir den
Isomorphismus

h∗
∼=−→ h

λ 7−→ hλ

charakterisiert durch κ(H,hλ) = λ(H) für alle H ∈ h.

Lemma 9.5 Ist α ∈ Φ eine Wurzel und sind X ∈ gα, Y ∈ g−α mit κ(X,Y ) = 1,
so gilt [X,Y ] = hα.
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Beweis. Nach Lemma 9.2 ist κ
(
H, [X,Y ]

)
= α(H) für H ∈ h, also [X,Y ] = hα.

�

Lemma 9.6 Für α ∈ Φ gilt κ(hα, hα) 6= 0.

Beweis. Wir schreiben hα = [X,Y ] mit X ∈ gα, Y ∈ g−α und κ(X,Y ) = 1
gemäss Lemma 9.5. Dann ist κ(hα, hα) = α(hα) = α

(
[X,Y ]

)
6= 0 nach Lemma 9.3.

�

Definition Die Kowurzel oder duale Wurzel Hα = α∨ zur Wurzel α ∈ Φ ist
definiert als

Hα := α∨ :=
2

κ(hα, hα)
hα ∈ h.

Proposition 9.7 Für jede Wurzel α ∈ Φ gilt dim gα = 1 und dim gnα = 0 für
n ∈ Z>2.

Beweis. Wir wählen X±α ∈ g±α mit [Xα, X−α] = Hα. Wegen α(Hα) = 2 ist
dann [Hα, Xα] = 2Xα und [Hα, X−α] = −2X−α. Der Unterraum

s := CX−α ⊕ CHα ⊕
⊕
n∈Z>1

gnα

ist stabil unter adXα und adX−α. Wir formen die Spur des Kommutators um.

0 = tr
[
ads Xα, adsX−α

]
= tr

(
ads[Xα, X−α]

)
= tr(adsHα) = 2

(
−1 + 0 + dim gα +

∑
n>2

n · dim gnα︸ ︷︷ ︸
∈ Z>0

)
,

woraus die Behauptung sofort folgt. �

Zusammen mit Proposition 6.2 d) erhalten wir das nächste Korollar.

Korollar 9.8 Für H1, H2 ∈ h gilt die folgende Formel für die Killing-Form:

κ(H1, H2) =
∑
α∈Φ

α(H1)α(H2) =
∑
α∈Φ

κ(H1, hα)κ(H2, hα).

Als nächstes Ziel wollen wir weitere Eigenschaften von Wurzelsystemen entdecken.
Bis jetzt wissen wir, dass Φ ⊆ h∗ − {0} eine endliche Menge ist, für die Φ = −Φ
gilt, und dass aus α, c · α ∈ Φ mit c ∈ Z folgt c = ±1.
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Sobald wir genügend viele Eigenschaften von Wurzelsystemen gesammelt haben,
werden wir abstrakte Wurzelsysteme axiomatisch definieren, natürlich so, dass
das Wurzelsystem zu einer Cartan-Unteralgebra h ⊆ g die Axiome eines ab-
strakten Wurzelsystems erfüllt. Umgekehrt lässt sich aus einem (endlichen, re-
duzierten) abstrakten Wurzelsystem eine halbeinfache Lie-Algebra g mit einer
Cartan-Unteralgebra h konstruieren, deren Wurzelsystem zum vorgegebenen ab-
strakten Wurzelsystem isomorph ist. Weiter ist dabei die halbeinfache komplexe
Lie-Algebra g bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Um tiefer in die Struktur von Φ hineinzusehen, benötigen wir etwas Darstellungs-
theorie von sl2(C).

9.2 Endlich dimensionale Darstellungstheorie von sl2(C)

Wir wollen zuerst die Wurzelraumzerlegung von sl2(C) bezüglich der Cartan-
Unteralgebra der Diagonalmatrizen angeben. Mit

H :=
(

1 0
0 −1

)
E :=

(
0 1
0 0

)
F :=

(
0 0
1 0

)
haben wir

[H,E] = 2E [H,F ] = −2F [E,F ] = H.

Zur Cartan-Unteralgebra h = CH lautet die zugehörige Wurzelraumzerlegung von
sl2(C)

sl2(C) = CH ⊕ CE ⊕ CF.
Die beiden Wurzeln sind ±α : h→ C, wobei H 7→ ±2.

Es sei % : sl2(C) → gl(V ) eine Darstellung. Für v ∈ V und X ∈ sl2(C) schreiben
wir zur Abkürzung Xv für %(X)v.

Lemma 9.9 Hv = λ v (λ ∈ C) =⇒
{
HEv = (λ+ 2)Ev ,
HFv = (λ − 2)Fv .

Beweis.
HEv = [H,E]v + EHv = 2Ev + E λv = (λ+ 2)Ev

und analog für F . �

Definition Ein sl2-Tripel in g ist ein Tripel (H,E, F ) von Elementen in g−{0}
mit [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F und [E,F ] = H .

Notation Für eine Wurzel α ∈ Φ bezeichnen wir mit sl
(α)
2 die zu sl2(C) isomor-

phe Unteralgebra
sl

(α)
2 = [gα, g−α]⊕ gα ⊕ g−α
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von g (siehe Lemma 9.4 und Proposition 9.7). Dann haben wir ein sl2-Tripel
(Hα, Xα, X−α) mit X±α ∈ g±α.

Bemerkung Das Element Hα ∈ h ist dabei eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt
H−α = −Hα für die entsprechenden Elemente in sl

(−α)
2 = sl

(α)
2 . Die Elemente

X±α sind nicht eindeutig bestimmt, denn für t ∈ C× ist auch (Hα, tXα, t
−1X−α)

ein sl2-Tripel.

Lemma 9.10 Es sei (H,E, F ) ein sl2-Tripel in g. Für n ∈ Z>0 gelten dann die
folgenden Identitäten in Ug.[

H,En
]

= 2nEn (9.2)[
H,Fn

]
= −2nFn (9.3)[

E,Fn
]

= nFn−1(H − n+ 1) = n(H + n− 1)Fn−1 (9.4)[
F,En

]
= nEn−1(−H − n+ 1) = n(−H + n− 1)En−1 (9.5)

Beweis. Die Identitäten (9.2) und (9.3) und damit auch die Identitäten rechts in
(9.4) und (9.5) sind klar. Die Identität (9.4) gilt für n = 0, und für n > 0 folgt
mit Induktion[
E,Fn

]
= [E,F ]Fn−1 + F

[
E,Fn−1

]
= HFn−1 + F (n− 1)Fn−2(H − n+ 2)

= −2(n− 1)Fn−1 + Fn−1H + (n− 1)Fn−1H − (n− 1)(n− 2)Fn−1

= nFn−1(H − n+ 1).

Schliesslich folgt (9.5) aus (9.4), denn mit (H,E, F ) ist auch (−H,F,E) ein sl2-
Tripel. �

Bemerkung Für E =
(

0 1
0 0

)
∈ sl2(C) ⊆ M(2×2,C) gilt natürlich E2 = 0 in der

assoziativen Algebra M(2×2,C). In U(sl2(C)) ist jedoch E2 6= 0. Die Darstel-
lungstheorie von M(2×2,C) ist äquivalent zu jener des Körpers C. Hingegen ist
die Darstellungstheorie von sl2(C) viel reichhaltiger.

Es seien V 6= 0 ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und % : sl2(C) → gl(V )
eine Darstellung. Dann besitzt der Operator %(H) einen Eigenvektor, das heisst
Hv := %(H)v = λ v für einen Skalar λ ∈ C und einen Vektor v ∈ V −{0}. Die von 0
verschiedenen Vektoren v, Ev,E2v, . . . sind gemäss Lemma 9.9 Eigenvektoren von
H (d. h. von %(H)) zu den Eigenwerten λ, λ+ 2, λ+ 4, . . . , also linear unabhängig.
Wegen dimV < ∞ gibt es einen Index k mit Ekv 6= 0, aber Ek+1v = 0. Nach
einer allfälligen Umbenennung haben wir folgende Situation erreicht: es gibt einen
Vektor v ∈ V − {0} und eine Zahl λ ∈ C mit

Hv = λ v und Ev = 0. (9.6)
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Wir nennen einen Vektor v ∈ V − {0}, der (9.6) erfüllt, einen primitiven Vektor
zum Gewicht λ für die Darstellung sl2(C)→ gl(V ).

Lemma 9.11 Es sei v ein primitiver Vektor zum Gewicht λ für eine Darstellung
sl2(C) → gl(V ) mit V 6= 0 und dimV < ∞. Für n ∈ Z>0 definieren wir die
Vektoren vn := 1

n! F
nv und v−1 := 0. Dann gelten die folgenden Formeln.

Hvn = (λ − 2n) vn (9.7)
Evn = (λ− n+ 1) vn−1 (9.8)
Fvn = (n+ 1) vn+1 (9.9)

Beweis. Die Formel (9.7) folgt aus (9.3), und (9.9) gilt definitionsgemäss. Für
(9.8) verwenden wir EFnv = [E,Fn]v. Mit der Identität (9.4) erhalten wir dann

Evn = 1
n! EF

nv = 1
n! nF

n−1(H − n+ 1)v

= 1
(n−1)! F

n−1(λ − n+ 1)v = (λ− n+ 1) vn−1.

�

Proposition 9.12 Es sei v ein primitiver Vektor zum Gewicht λ für eine Dar-
stellung sl2(C)→ gl(V ) mit V 6= 0 und dim V <∞. Weiter nehmen wir an, dass
V = U(sl2(C))v ist. Dann gilt λ = (dimV )− 1.

Beweis. Wir verwenden die Notation von Lemma 9.11. Die von 0 verschiedenen
Vektoren v0, v1, v2, . . . sind gemäss (9.7) linear unabhängig. Weil V endlich di-
mensional ist, gibt es also einen Index d mit vd 6= 0 und vd+1 = 0. Nach der
Formel (9.8) für n = d+ 1 gilt dann λ = d. �

Wir haben also die folgende schematische Darstellung einer irreduziblen Darstel-
lung von sl2(C) auf einem (d+ 1)-dimensionalen Vektorraum:

0 Cvd
F

hh

E
++

H

XX
· · ·

F

kk

E
++
Cv2

F

kk

E
++

H

XX
Cv1

F

kk

E
++

H

XX
Cv0

F

kk

E
((

H

XX
0

Dabei heissen E Aufsteigeoperator und F Absteigeoperator. Die Eigenwerte von
H sind die ganzen Zahlen

d, d− 2, d− 4, . . . ,−d+ 2,−d.
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Umgekehrt können wir für d ∈ Z>0 eine (d+ 1)-dimensionale irreduzible1 Darstel-
lung

sl2(C) −→ gl

(
d⊕

n=0

Cvn

)
definieren mit v−1 := 0, vd+1 := 0 und

Hvn = (d− 2n) vn ,
Evn = (d− n+ 1) vn−1 ,

Fvn = (n+ 1) vn+1 .

Eine konkrete Realisierung erhalten wir als
⊙dC2, wobei mit C2 die Standard-

darstellung von sl2(C) gemeint ist. Identifizieren wir
(

1
0

)
∈ C2 mit einer Variablen

x und
(

0
1

)
∈ C2 mit einer Variablen y, so gelten

Hx = x Ex = 0 Fx = y
Hy = −y Ey = x Fy = 0,

und wir können die Derivationen H , E und F schreiben als

H = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
E = x

∂

∂y
F = y

∂

∂x
.

Der symmetrischen Potenz
⊙dC2 entsprechen dann die komplexen Polynome in

x und y, welche homogen vom Grad d sind.

H(xd−nyn) = (d− n)xd−n−1ynHx+ nxd−nyn−1Hy = (d− 2n)xd−nyn

E(xd−nyn) = (d− n)xd−n−1ynEx+ nxd−nyn−1Ey = nxd−n+1yn−1

F (xd−nyn) = (d− n)xd−n−1ynFx+ nxd−nyn−1Fy = (d− n)xd−n−1yn+1

Mit vn :=
(
d
n

)
xd−nyn finden wir die gewünschten Formeln

Hvn = (d− 2n) vn , Evn = (d− n+ 1) vn−1 , Fvn = (n+ 1) vn+1 .

9.3 Ein Automorphismus

Für eine Wurzel α ∈ Φ und ein sl2-Tripel (Hα, Xα, X−α) in der Unteralgebra
sl

(α)
2 6 g mit X±α ∈ g±α definieren wir für t ∈ C× den Automorphismus

θα(t) := exp(ad tXα) ◦ exp(ad−t−1X−α) ◦ exp(ad tXα) ∈ GL(g).

Wir wollen zuerst nachrechnen, wie θα(t) auf der Cartan-Unteralgebra h wirkt.
Für H ∈ kerα gilt [H,X±α] = 0, also θα(t)H = H . Durch direktes Nachrechnen
findet man θα(t)Hα = −Hα.

1Eine Darstellung % : g→ gl(V ) ist irreduzibel, wenn V 6= 0 und V ′ ⊆ V ein Untervektorraum
mit %(g)V ′ ⊆ V ′ =⇒ V ′ = 0 oder V ′ = V .
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Übung 9.1 Verifiziere, dass θα(t)Hα = −Hα gilt.

Insbesondere ist θα(t)
∣∣
h

2 = idh. Wegen α(Hα) = 2 gilt die Formel

θα(1)
∣∣
h

= θα(t)
∣∣
h

: h −→ h

H 7−→ H − α(H)Hα.

Proposition 9.13 Für α, β ∈ Φ gilt θα(t)gβ = gβ−〈β,α∨〉α.

Beweis. Es seien Xβ ∈ gβ und H ∈ h. Weil θα(t) ein Automorphismus der
Lie-Algebra g ist, können wir wegen θα(t)2H = H und θα(t)H ∈ h schreiben[

H, θα(t)Xβ

]
= θα(t)

[
θα(t)H,Xβ

]
= β

(
θα(t)H

)
θα(t)Xβ

= β
(
H − α(H)Hα

)
θα(t)Xβ =

(
β − β(Hα)α

)
(H) θα(t)Xβ .

Also liegt θα(t)Xβ in gβ−β(Hα)α = gβ−〈β,α∨〉α. Somit gilt θα(t)gβ ⊆ gβ−〈β,α∨〉α,
und die Gleichheit folgt, weil θα(t) ein Automorphismus ist und die Wurzelräume
(es gilt β − 〈β, α∨〉α 6= 0) 1-dimensional sind. �

Korollar 9.14 α, β ∈ Φ =⇒ sα(β) := β − 〈β, α∨〉α ∈ Φ.

Damit haben wir eine weitere Eigenschaft des Wurzelsystems Φ gefunden: die
Gruppe, welche von den Spiegelungen (sα)α∈Φ erzeugt wird – diese Gruppe heisst
Weylgruppe –, lässt Φ invariant.

In unserer Sammlung fehlt noch eine kristallographische Eigenschaft von Wurzel-
systemen, die wir aus der Darstellungstheorie von sl2(C) erhalten.

9.4 Weitere Eigenschaften eines Wurzelsystems

Für α, β ∈ Φ definiert die Einschränkung der adjungierten Darstellung eine Dar-
stellung von sl

(α)
2 auf

⊕
n∈Z

gβ+nα =
⊕

−q6n6p
gβ+nα mit β − q α, β + pα ∈ Φ. Für

β = ±α erhalten wir nichts Neues, aber für β 6= ±α liefert die Darstellungstheorie
von sl2(C) weitere Erkenntnisse über die Struktur von Φ.

• β(Hα) = 〈β, α∨〉 ∈ Z

Dies ist die gesuchte kristallographische Eigenschaft. Ausserdem folgt aus der Dar-
stellungstheorie von sl2(C) nochmals die Invarianz von Φ unter der Weylgruppe.

• β + nα ∈ Φ für n ∈ {−q, . . . , p}
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•
(
β − q α

)
(Hα) = −

(
β + pα

)
(Hα) =⇒ β(Hα) = q − p

Wir sehen auch, dass aus α, β, α+ β ∈ Φ folgt [gα, gβ] = gα+β

(
[gα, gβ] ⊆ gα+β ,

[Xα, gβ ] 6= 0, dim gα+β = 1
)
.

Notation Mit hR bezeichnen wir den reellen Unterraum der Cartan-Unteralgebra
h, welcher von den Kowurzeln Hα = α∨ aufgespannt wird.

Proposition 9.15 Die Einschränkung der Killing-Form auf den reellen Vektor-
raum hR × hR ist ein Skalarprodukt auf hR.

Beweis. Für α ∈ Φ ist α(H) ∈ R, also κ(H,H) =
∑
α∈Φ

α(H)2 > 0 für H ∈ hR

nach Korollar 9.8. Wenn κ(H,H) = 0 ist, so haben wir α(H) = 0 für alle α ∈ Φ,
also H = 0 nach Proposition 9.1 e). �

9.5 Chevalley-Basis

Für jede Wurzel α ∈ Φ können wir ein sl2-Tripel (Hα, Xα, X−α) wählen. We-
gen H−α = −Hα ist dieses System von sl2-Tripeln miteinander kompatibel: mit
(Hα, Xα, X−α) ist auch (H−α, X−α, Xα) ein sl2-Tripel. Wir haben dann

g = h⊕
⊕
α∈Φ

CXα und h =
∑
α∈Φ

CHα.

Für α, β ∈ Φ gelten die Formeln

[H,H ′] = 0 für H,H ′ ∈ h

[H,Xα] = α(H)Xα für H ∈ h

[Xα, Xβ ] =


0 falls α+ β /∈ Φ ∪ {0}
Hα falls α+ β = 0
Nαβ Xα+β falls α+ β ∈ Φ

für gewisse Nαβ ∈ C×.

Die Elemente Hα ∈ h sind eindeutig bestimmt, aber Xα können wir durch tαXα

ersetzen, solange tαt−α = 1 gilt. Aus der Zahl Nαβ wird dann tαtβ
tα+β

Nαβ . Durch
geeignete Wahl der (Xα)α∈Φ kann man erreichen, dass alle Zahlen Nαβ ganz sind.
Zusätzlich kann auch noch eine Basis der Cartan-Unteralgebra h so gewählt wer-
den, dass alle Strukturkonstanten ganzzahlig sind. Chevalley verwendete eine
solche Chevalley-Basis dazu, die Chevalley-Gruppen zu konstruieren. So konnte
er damals die Liste der bekannten endlichen einfachen Gruppen wesentlich aus-
dehnen.
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Wir gehen nicht weiter auf die Existenz einer Chevalley-Basis ein. Wer etwas mehr
über die Zahlen Nαβ lernen möchte, kann die folgende Übung lösen.

Übung 9.2 Für α, β, γ ∈ Φ paarweise linear unabhängige Wurzeln mit α+ β + γ = 0 gilt

Nαβ

κ(hγ , hγ)
=

Nβγ

κ(hα, hα)
=

Nγα

κ(hβ , hβ)
.

10 Abstrakte Wurzelsysteme

In diesem Abschnitt lösen wir uns von den Lie-Algebren und definieren abstrakte
Wurzelsysteme. Zuerst sei daran erinnert, was eine Spiegelung ist.

Definition Es seien V 6= 0 ein reeller Vektorraum und α ∈ V − {0}. Eine
Spiegelung längs α ist ein Endomorphismus sα von V , für welchen sα(α) = −α
und dimR im(idV −sα) = 1 gelten.

Lemma 10.1 Es seien V 6= 0 ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
α ∈ V − {0}. Weiter sei sα eine Spiegelung längs α. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

a) Es gibt genau ein lineares Funktional α∨ ∈ V ∗ so, dass

sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ V, (10.1)

und es gilt dann 〈α, α∨〉 = 2.

b) s2
α = idV .

c) Die Fixpunktmenge {λ ∈ V | sα(λ) = λ} = kerα∨ ist eine Hyperebene, wel-
che α nicht enthält.

d) det sα = −1.

e) Für β ∈ V , β∨ ∈ V ∗ mit 〈β, β∨〉 = 2 definiert die Formel

sβ,β∨(λ) := λ− 〈λ, β∨〉β (für λ ∈ V )

eine Spiegelung längs β.
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Beweis.

a) Mit
(
idV −sα

)
(α) = 2α und dimR im(idV −sα) = 1 folgt im(idV −sα) = Rα.

Es gibt also genau ein lineares Funktional α∨ ∈ V ∗ − {0} so, dass(
idV −sα

)
(λ) = 〈λ, α∨〉α,

was die Formel (10.1) beweist. Weiter gilt

−α = sα(α) = α− 〈α, α∨〉α,

also 〈α, α∨〉 = 2.

b) Für alle λ ∈ V gilt

s2
α(λ) = sα

(
λ− 〈λ, α∨〉α

)
= sα(λ) − 〈λ, α∨〉 sα(α)

= λ− 〈λ, α∨〉α− 〈λ, α∨〉 (−α) = λ.

c) {λ ∈ V | sα(λ) = λ} = {λ ∈ V | 〈λ, α∨〉α = 0} = kerα∨.

d) folgt aus c) und sα(α) = −α.

e) ist klar. �

Definition Eine Teilmenge Φ eines reellen Vektorraumes V heisst (endliches,
reduziertes) Wurzelsystem in V , falls die folgenden Axiome gelten.

1) |Φ| <∞, 0 /∈ Φ und span Φ = V .

2) α ∈ Φ =⇒ es gibt eine Spiegelung sα längs α mit sα(Φ) = Φ.

3) α, β ∈ Φ, sα Spiegelung längs α mit sα(Φ) = Φ =⇒ β − sα(β) ∈ Zα.

4) α ∈ Φ =⇒ 2α /∈ Φ.

Zwei Wurzelsysteme Φi in Vi (i = 1, 2) sind isomorph, falls ein Isomorphismus
ϕ : V1

∼=−→ V2 von Vektorräumen existiert mit ϕ(Φ1) = Φ2.

Das triviale Wurzelsystem ist das Wurzelsystem Φ = ∅ in V = 0.

Sind Φ1 und Φ2 Wurzelsysteme in V1 und V2, so ist Φ1 × {0} ∪ {0} × Φ2 ein
Wurzelsystem in V1 ⊕ V2. Wir bezeichnen dieses Wurzelsystem mit Φ1 ⊕ Φ2.

Ein reduzibles Wurzelsystem ist ein Wurzelsystem der Form Φ1 ⊕ Φ2 mit Φ1 und
Φ2 beide nichttrivial. Ein irreduzibles Wurzelsystem ist ein Wurzelsystem, das
nicht reduzibel und nichttrivial ist. Jedes Wurzelsystem lässt sich in eindeutiger
Weise in seine irreduziblen Komponenten zerlegen.

Der Rang eines Wurzelsystems Φ in V ist die Dimension von V .
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Beispiel Wurzelsysteme vom Rang 2
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A1 ⊕ A1

-
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�

� U

A2

-
6

�

?

�I

	 R

B2

-�]�
� ^

*
6

Y

�
?
j

G2

Sind α und β zwei linear unabhängige Vektoren eines Wurzelsystems Φ, so ist der
Durchschnitt von Φ mit span{α, β} ein Wurzelsystem vom Rang 2. (Wir werden
übrigens bald feststellen, dass die Liste der Wurzelsysteme vom Rang 2 mit den
gezeigten vier Typen schon ausgeschöpft ist.)

Lemma 10.2 Es sei Φ ein Wurzelsystem in V .

a) Φ = −Φ.

b) Für α ∈ Φ ist die Spiegelung sα längs α mit sα(Φ) = Φ eindeutig bestimmt.

c) Es gibt eine eindeutig bestimmte injektive Abbildung ∨ : Φ→ V ∗ so, dass die
Spiegelung sα längs α mit sα(Φ) = Φ gegeben ist durch

sα : λ 7−→ λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ V.

d) α, β ∈ Φ =⇒ 〈α, α∨〉 = 2 und 〈α, β∨〉 ∈ Z.

Beweis.

a) α ∈ Φ =⇒ −α = sα(α) ∈ Φ.

b) Es sei s̃α eine weitere Spiegelung längs α mit s̃α(Φ) = Φ. Weil Φ den
Vektorraum V aufspannt, ist jeder Automorphismus a ∈ AutR V durch seine
Einschränkung auf Φ bestimmt. Damit ist die Gruppe

A(Φ) :=
{
a ∈ AutR V

∣∣ a(Φ) = Φ
}

isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe von Φ, also end-
lich. Wir betrachten den Automorphismus t := sα s̃α. Wegen (idV −t) =
(idV −sα)s̃α + (idV −s̃α) gilt im(idV −t) ⊆ Rα. Es gibt also ein α∗ ∈ V ∗

mit t(λ) = λ + 〈λ, α∗〉α. Mit Induktion folgt wegen α ∈ kerα∗ die Formel
tn(λ) = λ+ n 〈λ, α∗〉α. Dann haben wir

λ = t|A(Φ)|(λ) = λ+ |A(Φ)| 〈λ, α∗〉α ∀λ ∈ V

und folglich α∗ = 0, d. h. t = idV und somit s̃α = s−1
α = sα.
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c) Es bleibt noch zu zeigen, dass ∨ : Φ → V ∗ injektiv ist. Dies werden wir in
Lemma 10.4 sehen.

d) Wir wissen bereits, dass 〈α, α∨〉 = 2 gilt. Die andere Behauptung folgt wegen
β 6= 0 aus 〈α, β∨〉β = α− sβ(α) ∈ Zβ.

�

Definition Die Untergruppe von A(Φ), welche von den Spiegelungen (sα)α∈Φ

erzeugt wird, heisst Weylgruppe des Wurzelsystems Φ und wird mit W = W (Φ)
bezeichnet.

Lemma 10.3 Für a ∈ A(Φ) und α ∈ Φ gilt a sα a−1 = sa(α). Insbesondere gilt
W (Φ) �A(Φ).

Beweis. Nach Lemma 10.2 b) genügt es zu zeigen, dass a sα a−1 eine Spiegelung
längs a(α) ist, denn es gilt natürlich a sα a−1(Φ) = Φ.

• a sα a−1
(
a(α)

)
= a sα(α) = −a(α).

•
(
idV −a sα a−1

)
(λ) = a

(
idV −sα

)(
a−1(λ)

)
= a

(
〈a−1(λ), α∨〉α

)
= 〈a−1(λ), α∨〉 a(α),

also dimR
(
idV −a sα a−1

)
= 1.

�

Lemma 10.4 Es gibt ein Skalarprodukt ( | ) auf V , welches A(Φ)-invariant ist:

(a(λ) | a(µ)) = (λ |µ) ∀a ∈ A(Φ) ∀λ, µ ∈ V.

Für α ∈ Φ gilt die Formel

α∨ =
2

(α |α)
(α | ). (10.2)

Beweis. Es sei (( | )) irgendein Skalarprodukt auf V . Dann ist

(λ |µ) :=
1

|A(Φ)|
∑

a∈A(Φ)

((
a(λ)

∣∣ a(µ)
))

ein A(Φ)-invariantes Skalarprodukt auf V (das mit ( | ) übereinstimmt, falls
( | ) schon A(Φ)-invariant war). Für α ∈ Φ und λ ∈ V gilt(

α
∣∣ sα(λ) + λ

)
=
(
sα(α)

∣∣ sα(sα(λ) + λ)
)

= −
(
α
∣∣ sα(λ) + λ

)
,
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also

0 =
(
α
∣∣ sα(λ) + λ

)
=
(
α
∣∣ λ− 〈λ, α∨〉α+ λ

)
= 2 (α |λ)− 〈λ, α∨〉 (α |α)

oder

〈λ, α∨〉 =
2 (α |λ)
(α |α)

.

Es gilt also die Formel (10.2). Damit ist auch die Injektivität der Abbildung
∨ : Φ→ V ∗ in Lemma 10.2 c) gezeigt. �

Notation Im folgenden bezeichnen wir mit ( | ) ein A(Φ)-invariantes Skalar-
produkt auf V . Falls Φ irreduzibel ist, gibt es bis auf positive Vielfache nur ein
solches Skalarprodukt. Ist Φ reduzibel, so sind die verschiedenen irreduziblen
Komponenten zueinander orthogonal. Zwei besonders gebräuchliche Normierun-
gen sind die folgenden.

• max
α∈Ψ

(α |α) = 2 für alle irreduziblen Komponenten Ψ von Φ.

• 〈α |α〉 =
∑
β∈Φ

〈α |β〉2.

Auf einer irreduziblen Komponente Ψ von Φ unterscheiden sich diese beiden Ska-
larprodukte um den Faktor g = duale Coxeterzahl von Ψ: 〈 | 〉 = 1

g ( | ).

Proposition 10.5 Ist Φ ein Wurzelsystem in V , so ist auch das duale Wurzel-
system Φ∨ = {α∨ |α ∈ Φ} ein Wurzelsystem in V ∗. Ferner gilt (α∨)∨ = α für
alle α ∈ Φ ⊆ V = V ∗∗. Weiter können die Weylgruppen von Φ und von Φ∨

miteinander identifiziert werden.

Beweis. Wir identifizieren V mit V ∗ vermöge ( | ).

1) |Φ∨| = |Φ| <∞, 0 /∈ Φ∨, da 0 /∈ Φ, span Φ∨ = V ∗.

2) α∨ ∈ Φ∨. Dann ist sα∨ := sα eine Spiegelung längs α, also längs α∨, und
für β∨ ∈ Φ∨ gilt

sα∨(β∨) = sα

( 2 β
(β |β)

)
=

2 sα(β)(
sα(β)

∣∣ sα(β)
) =

(
sα(β)

)∨ ∈ Φ∨.

3) Für α∨, β∨ ∈ Φ∨ haben wir

β∨ − sα∨(β∨) = β∨ −
(
β∨ − 〈α, β∨〉α∨

)
= 〈α, β∨〉α∨ ∈ Zα∨.
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4) α∨ ∈ Φ∨ =⇒ 1
2α
∨ /∈ Φ∨, also α∨ ∈ Φ∨ =⇒ 2α∨ /∈ Φ∨.

�

Proposition 10.6 Sind α, β ∈ Φ, so liegt bis auf allfälliges Vertauschen von α
und β einer der folgenden Fälle vor.

〈α, β∨〉 〈β, α∨〉 ^(α, β) ‖β‖2
‖α‖2 |sα sβ|

0 0 π
2 unbestimmt 2

1 1 π
3 1 3

−1 −1 2π
3 1 3

1 2 π
4 2 4

−1 −2 3π
4 2 4

1 3 π
6 3 6

−1 −3 5π
6 3 6

2 2 0 1 1

−2 −2 π 1 1

Insbesondere gibt es in einem irreduziblen Wurzelsystem höchstens zwei verschie-
dene Längen von Wurzeln.

Beweis. Aus 〈α, β∨〉 = 2 (α | β)
(β | β) ∈ Z und 〈β, α∨〉 = 2 (α | β)

(α |α) ∈ Z erhalten wir

〈α, β∨〉〈β, α∨〉 =
4 (α |β)2

(α |α) (β |β)
= 4 cos2^(α, β).

Es gilt also 〈α, β∨〉〈β, α∨〉 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Daraus lässt sich die Tabelle leicht kon-
struieren. Natürlich ist 〈α, β∨〉 = 0 ⇐⇒ 〈β, α∨〉 = 0. Ausserdem kommen die
Paare

(
〈α, β∨〉, 〈β, α∨〉

)
= (±1,±4) gemäss 4) in der Definition eines Wurzelsy-

stems nicht vor. �

Aus der Proposition 10.6 folgt auch, dass es nur die vier Typen A1 ⊕ A1, A2, B2

und G2 von Wurzelsystemen vom Rang 2 gibt.

Definition Es sei Φ ein Wurzelsystem und α ∈ Φ. Wir bezeichnen mit Ψ die
irreduzible Komponente von Φ, zu der α gehört. Dann heisst α

• lang, falls ‖α‖ = max
β∈Ψ
‖β‖,
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• kurz, falls ‖α‖ = min
β∈Ψ
‖β‖.

Lemma 10.7 α, β ∈ Φ, α 6= β, (α |β) > 0 =⇒ α− β ∈ Φ.

Beweis. Aus (α |β) > 0 folgt 〈α, β∨〉 > 0. Nach der Tabelle in Proposition 10.6
gilt dann wegen α 6= β

〈α, β∨〉 = 1 =⇒ α− β = sβ(α) ∈ Φ

oder

〈β, α∨〉 = 1 =⇒ α− β = −sα(β) ∈ Φ.

�

Eine Hyperebene (durch den Nullpunkt) in V , welche keine Wurzel enthält, zerlegt
V in zwei Halbräume V+ und V−. Dadurch wird das Wurzelsystem in die Menge
der positiven Wurzeln Φ+ := Φ ∩ V+ und deren Komplement, die Menge der
negativen Wurzeln Φ− := Φ − Φ+ = Φ ∩ V− = −Φ+, zerlegt. Diese Zerlegung
hängt natürlich von der Wahl der Hyperebene ab, die den Vektorraum V zerlegt.
Sobald eine Menge von positiven Wurzeln so ausgezeichnet ist, kann man noch
einen Schritt weiter gehen und eine eindeutig bestimmte Basis des Wurzelsystems
Φ definieren.

Definition Es sei Φ ein Wurzelsystem mit Menge der positiven Wurzeln Φ+.
Eine einfache Wurzel ist eine positive Wurzel, die sich nicht als Summe zweier
positiver Wurzeln schreiben lässt. Die Menge Σ der einfachen Wurzeln heisst
Basis von Φ.

Die folgende Proposition zeigt unter anderem, dass der Kegel R>0Φ+ simplizial
ist (für dimV 6 2 ist dies trivial).

Proposition 10.8 Es sei Φ ein Wurzelsystem mit einer Basis Σ ⊆ Φ.

a) Σ ist R-linear unabhängig.

b) Jede Wurzel γ ∈ Φ lässt sich schreiben als

γ =
∑
α∈Σ

nα α ,

wobei die Koeffizienten (nα)α∈Σ entweder alle in Z>0 oder alle in Z60 liegen.

Beweis.
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a) Behauptung: α, β ∈ Σ, α 6= β =⇒ (α |β) 6 0, d. h. der Winkel zwischen
zwei verschiedenen einfachen Wurzeln ist nicht spitz.

Andernfalls wäre nach Lemma 10.7 α − β ∈ Φ, also α − β ∈ Φ+ oder
β − α ∈ Φ+. Aber dann widerspricht α = (α− β) + β oder β = (β − α) + α
der Einfachheit von α oder β.

Es sei
∑
α∈Σ

rα α = 0. Wir setzen

ν :=
∑
α∈Σ
rα>0

rα α =
∑
β∈Σ
rβ<0

(−rβ)β.

Dann ist
(ν | ν) =

∑
α,β∈Σ

rα>0,rβ<0

rα(−rβ) (α |β)︸ ︷︷ ︸
6 0

6 0

und somit ν = 0. Nach der Konstruktion von Φ+ gibt es einen Vektor η ∈ V
mit (η |α) > 0 für alle α ∈ Φ+. Wir haben dann

0 = (η | ν) =
∑
α∈Σ
rα>0

rα (η |α)︸ ︷︷ ︸
> 0

=
∑
β∈Σ
rβ<0

−rβ (η |β)︸ ︷︷ ︸
> 0

.

Die Summen sind also leer, d. h. rα = 0 für alle α ∈ Σ, und Σ ist somit linear
unabhängig.

b) O. B. d. A. sei γ ∈ Φ+ (betrachte sonst −γ). Ist γ ∈ Σ, so sind wir fertig.
Andernfalls ist γ = γ1 + γ2 mit γ1, γ2 ∈ Φ+. Es gilt mit η wie in Teil a)

(η | γ) > (η | γ1) und (η | γ) > (η | γ2),

und die Behauptung folgt mit Induktion nach (η | γ).
�

Die Menge ZΦ ⊆ V aller Z-Linearkombinationen von Wurzeln ist also das Gitter
Q := ZΣ, genannt das Wurzelgitter. Die Höhe ht γ einer Wurzel γ =

∑
α∈Σ

nα α,

ist die Koordinatensumme bezüglich Σ, also ht γ =
∑
α∈Σ

nα. Für ein irreduzibles

Wurzelsystem Φ mit Basis Σ gibt es genau eine Wurzel θ ∈ Φ maximaler Höhe, die
höchste Wurzel, und genau eine kurze Wurzel θs ∈ Φ mit maximaler Höhe unter
den kurzen Wurzeln, die höchste kurze Wurzel.

h = 1 + ht θ Coxeterzahl von Φ und von Φ∨

g∨ = 1 + ht θs duale Coxeterzahl von Φ∨

Übung 10.1 Verifiziere die obigen Aussagen für die irreduziblen Wurzelsysteme vom Rang 2.

(Zeige insbesondere, dass die Formel für die duale Coxeterzahl g∨ mit der Definition von g auf

der Seite 60 kompatibel ist.)
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11 Dynkin-Diagramme und Klassifikation

11.1 Dynkin-Diagramme

Dynkin-Diagramme sind gewisse Graphen, welche die gegenseitige Lage der Vek-
toren einer Basis Σ eines Wurzelsystems veranschaulichen.

Dynkin-Diagramm von Σ

• Ecken: für jede einfache Wurzel α ∈ Σ gibt es eine Ecke.

• Kanten: für α, β ∈ Σ mit α 6= β gibt es die folgenden Typen von Kanten.

〈α, β∨〉 〈β, α∨〉 ^(α, β) 4 cos2^(α, β) Kanten

0 0 π
2 0

α β

−1 −1 2π
3 1

α β

−1 −2 3π
4 2 <

α β

−1 −3 5π
6 3 <

α β

Schlaufen (also Kanten von einer Ecke zu sich selbst) gibt es keine.

In den letzten beiden Fällen ist ‖α‖ < ‖β‖.

Offensichtlich ist das Dynkin-Diagramm von Σ genau dann zusammenhängend,
wenn das zugehörige Wurzelsystem irreduzibel ist.

Weil Σ eine linear unabhängige Menge von Vektoren ist, muss die symmetrische
Matrix (Gramsche Matrix)

BΣ :=
(
cos^(α, β)

)
α,β∈Σ

positiv definit (und nicht bloss positiv semidefinit) sein. Die Einträge von BΣ

ausserhalb der Diagonale sind 0, − 1
2 , −

√
2

2 oder −
√

3
2 , wenn die entsprechenden

Ecken im Dynkin-Diagramm mit 0, 1, 2 oder 3 Kanten verbunden sind. Die
Richtungen der Kanten spielen dabei keine Rolle, denn wir benötigen ja nur die
Winkel zwischen den einfachen Wurzeln.
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11.2 Klassifikation der abstrakten Wurzelsysteme

Wir betrachten nun die endlichen Graphen mit 0, 1, 2 oder 3 Kanten zwischen
zwei verschiedenen Ecken (und ohne Schlaufen). Es seien Γ und Γ′ zwei solche
Graphen. Wir sagen, Γ sei ein Subgraph von Γ′, falls eine injektive Abbildung
γ : Γ→ Γ′ von Graphen existiert.

Beispiel Γ =
v2 v3 v4 v5v1

ist ein Subgraph von Γ′ =
v′1 v′2 v′3 v′4

v′6 v′5

Zu solchen Graphen bildet man die entsprechenden symmetrischen Matrizen, die
nun auch indefinit sein können.

BΓ =
1

2


2 −1
−1 2 −1

−1 2 −
√

2

−
√

2 2 −1
−1 2

 BΓ′ =
1

2


2 −1
−1 2 −1 −1

−1 2 −
√

3 −1

−
√

3 2 −1
−1 −1 2

−1 2


(die fehlenden Einträge sind 0)

Für den Vektor

n =


1
2
3

2
√

2√
2

 ∈ R5
>0

gilt n>BΓn = 0. Der Graph Γ entsteht also nicht aus einem Dynkin-Diagramm
durch Weglassen der Richtung bei der Doppelkante. Weil alle Einträge des Vektors
n positiv sind, ist klar (wegen −

√
3 6 −

√
2 6 −1 6 0), dass Γ kein Subgraph eines

Dynkin-Diagramms sein kann. Im Beispiel ist(
n
0

)>
BΓ′

(
n
0

)
6 n>BΓn = 0.

Die Klassifikation der Dynkin-Diagramme erhalten wir so: wir zählen zuerst ”ver-
botene“ Subgraphen Γ auf, solche, für welche ein Vektor n mit lauter positiven
Einträgen existiert mit BΓn = 0 und somit n>BΓn = 0.
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Hier ist die Liste. Die Koordinaten des Vektors n sind bei den entsprechenden
Ecken aufgeführt.

Liste der ”verbotenen“ Subgraphen

”verbotener“ Subgraph Konsequenz für zusammen-
hängendes Dynkin-Diagramm

· · ·
1 1 1 1

1

keine Zyklen

1

1

· · ·2 2 2 2
√

2 keine Mehrfachkanten, falls ein
Verzweigungspunkt vorkommt

· · ·
√

2
√

2
√

2
√

2 11
höchstens eine Mehrfachkante

1

1

· · ·2 2 2 2
1

1

höchstens ein Verzweigungspunkt
mit genau 3 Ästen

1

2

2 3 2 1

1

2

2

3 4 3 2 11

2

3

4 6 5 4 3 2 1

2 3 2
√

2
√

21

√
3 2 1

Satz 11.1 Es sei Φ ein irreduzibles Wurzelsystem vom Rang l. Das zugehörige
Dynkin-Diagramm (d. h. das Dynkin-Diagramm einer Basis von Φ) kommt in der
folgenden Tabelle vor. Umgekehrt ist jedes der folgenden Diagramme das Dynkin-
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Diagramm eines irreduziblen Wurzelsystems.

Name Dynkin-Diagramm Rang N = |Φ+|

Al · · · l > 1 1
2 l(l + 1)

Bl >· · · l > 2 l2

Cl <· · · l > 3 l2

Dl · · · l > 4 l(l − 1)

E6 l = 6 36

E7 l = 7 63

E8 l = 8 120

F4 > l = 4 24

G2 < l = 2 6

Beweis. Aus den Bedingungen über die Ränge folgt, dass die Liste irredundant
ist (B1 = C1 = A1, C2 = B2, D3 = A3 und auch D2 = A1 ⊕ A1).

Der erste Teil der Behauptung folgt durch Betrachten der ”verbotenen“ Subgra-
phen.

Durch Konstruktion der gesuchten Wurzelsysteme folgt der zweite Teil der Be-
hauptung. �

Die Information, die im Dynkin-Diagramm steckt, lässt sich auch mit Hilfe der
Cartan-Matrix (nicht zu verwechseln mit der Cartan-Matrix in der modularen
Darstellungstheorie) ausdrücken:

A =
(
〈α, β∨〉

)
α,β∈Σ

.

Übung 11.1 Berechne detA, wenn A die Cartan-Matrix eines irreduziblen Wurzelsystems ist.

Vergleiche mit der Liste der
”
verbotenen“ Subgraphen.

Wir kehren nun zurück zur Aufteilung von Φ in Φ+ und Φ−. Sie kommt zustande,
indem wir einen Vektor η ∈ V −

⋃
α∈Φ

kerα∨ wählen und Φ+ :=
{
α ∈ Φ

∣∣ (η |α) > 0
}
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setzen. Die Zusammenhangskomponenten von V −
⋃
α∈Φ

kerα∨ heissen die (offenen)

Kammern von Φ. Liegt der Vektor η′ ∈ V in derselben Kammer wie η, werden
also η und η′ durch keine Wand (eine Hyperebene der Form kerα∨ für ein α ∈ Φ)
getrennt, so definiert η′ dieselbe Menge von positiven Wurzeln wie η und damit
dieselbe Basis Σ. Die Kammer C :=

{
λ ∈ V

∣∣ (λ |α) > 0 ∀α ∈ Σ
}

heisst
Fundamentalkammer von Σ. Ihre Wände sind kerα∨ für α ∈ Σ.

Beispiel B2

- α

6

�

?

�I
β

	 R

C

Σ = {α, β}

Proposition 11.2 Die Weylgruppe W wirkt transitiv auf der Menge der Kam-
mern. Die Spiegelungen an den Wänden der Fundamentalkammer C erzeugen W .

Beweis. Wir halten η ∈ C fest und definieren W ′ := 〈sα |α ∈ Σ〉 6 W . Für
λ ∈ V −

⋃
α∈Φ

kerα∨ betrachten wir die Bahn W ′λ und nehmen µ ∈ W ′λ mit

minimalem Abstand zu η. Eine elementargeometrische Überlegung (etwa der Satz
von Ptolemaios oder auch nur die Dreiecksungleichung) zeigt, dass µ in C liegt.

kerα∨

η

sα(µ̃)

µ̃

‖η − sα(µ̃)‖ < ‖η − µ̃‖

Für eine Kammer C′ und λ ∈ C′ gibt es also w ∈ W ′ mit wλ ∈ C. Somit haben
wir wC′ = C.

Es bleibt zu zeigen, dass W ′ = W ist. Für α ∈ Φ ist die Hyperebene H := kerα∨

eine Wand für eine Kammer C′. Es gibt w ∈ W ′ mit wC′ = C, und wH ist dann
eine Wand von C. Die Spiegelung an wH ist also sβ für ein β ∈ Σ. Damit gilt
sα = w−1 sβ w ∈W ′. �
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Definition Die Spiegelungen an den Wänden der Fundamentalkammer heissen
einfache Spiegelungen. Wir bezeichnen mit S die Menge aller einfachen Spiege-
lungen, also S = {sα |α ∈ Σ} = {s1, . . . , sl}.

Jedes w ∈W ist ein Produkt von einfachen Spiegelungen, also

w = si1 · · · sir . (11.1)

Ist dabei r ∈ Z>0 minimal, so nennen wir (11.1) eine reduzierte Zerlegung von w
und r =: `(w) die Länge von w. Die Identität 1 ∈W ist das Element der Länge 0
(leeres Produkt) und `(w) = 1 ⇐⇒ w ∈ S.

Es gibt genau ein Element wo ∈W maximaler Länge, und zwar ist `(wo) = |Φ+| =
N . Das Bild einer Kammer unter wo ist die dazu entgegengesetzte Kammer, also
woC = −C. Dies bedeutet jedoch nicht, dass wo = − id ist, denn det(− id) = (−1)l

und detwo = (−1)N , und l und N können verschiedene Paritäten haben.

Beispiel Die symmetrische Gruppe Sl+1 ist eine Weylgruppe. Es sei ε1, . . . , εl+1

die Standardbasis in Rl+1. Wir betrachten den Unterraum

V :=
{
l+1∑
i=1

xi εi

∣∣∣∣ l+1∑
i=1

xi = 0
}

und die Vektoren
α1 := ε1 − ε2, . . . , αl := εl − εl+1 ∈ V.

Dann ist Σ = {α1, . . . , αl} eine Basis des Wurzelsystems Φ = {εj−εk | j 6= k} ⊆ V .
Die Weylgruppe W von Φ wirkt auf Rl+1 = V ⊕ V ⊥, wobei die Wirkung auf V ⊥

trivial ist. Die Formel für die Spiegelung sαj lautet

sαj (εk) = εk − 〈εk, α∨j 〉αj = εk −
2 (εk | εj − εj+1)

(εj − εj+1 | εj − εj+1)
(εj − εj+1)

=


εj+1 falls k = j,

εj falls k = j + 1,
εk sonst.

Die Weylgruppe permutiert also die Basisvektoren ε1, . . . , εl+1. Damit erhalten
wir den Isomorphismus

W
∼=−→ Sl+1

sαj 7−→ (j j+1) (für j = 1, . . . , l).

Die einfachen Spiegelungen in W entsprechen den Transpositionen benachbarter
Elemente in Sl+1, und die Spiegelungen in W entsprechen den Transpositionen
in Sl+1. Auch die Länge `(w) eines Elementes w ∈ W hat eine wohlbekannte
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Bedeutung: ist die w entsprechende Permutation in Sl+1 gegeben durch j 7→ ij ,
so ist

`(w) = #
{

(j, k)
∣∣ j < k und ij > ik

}
.

Das längste Element wo entspricht der Permutation j 7→ l + 2− j in Sl+1. Kom-
binatoriker/innen werden sich für die Anzahl der reduzierten Zerlegungen von wo

interessieren. Für Sl+1 ist diese Anzahl(
l+1
2

)
!

1l · 3l−1 · 5l−2 · · · · · (2l − 1)1
.

Hier ist eine Formel: ∑
w∈W

t`(w) =
∏
α∈Φ+

1− tht(α)+1

1− tht(α)
.

Lemma 11.3 Für α ∈ Σ gilt sα
(
Φ+ − {α}

)
= Φ+ − {α}.

Beweis. Für Φ+ − {α} = ∅ ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei γ ∈ Φ+ − {α}.
Wir schreiben γ =

∑
β∈Σ

nβ β. Es gibt einen Koeffizienten nβ > 0 für eine einfache

Wurzel β ∈ Σ − {α}. Der Koeffizient von β in sα(γ) = γ − 〈γ, α∨〉α ist nβ > 0.
Folglich gilt sα(γ) ∈ Φ+ − {α}. �

Bemerkung Wir haben in Proposition 11.2 gesehen, dass die Weylgruppe W tran-
sitiv auf der Menge der Kammern (oder Basen) wirkt. Tatsächlich wirkt W sogar
einfach transitiv, also aus wC = C mit w ∈ W folgt w = 1. Um dies zu zeigen,
führt man zweckmässigerweise Φw := Φ+ ∩ wΦ− ein. (Für α ∈ Σ ist nach Lem-
ma 11.3 Φsα = {α}.) Man zeigt dann, dass `(w) = |Φw| ist. Übrigens hat Φw die
folgende geometrische Bedeutung: eine Wand kerα∨ mit α ∈ Φ+ trennt C und
wC genau dann, wenn α ∈ Φw gilt.

Der Abschluss der Fundamentalkammer (oder irgendeiner Kammer) ist ein Fun-
damentalbereich für die Wirkung der Weylgruppe auf V , das heisst

• λ ∈ V =⇒ ∃w ∈W mit w(λ) ∈ C und

• λ, µ ∈ C, w ∈ W mit µ = w(λ) =⇒ µ = λ.

11.3 Der Struktursatz von Serre

Wir haben den Abschnitt über die Geometrie und Algebra der Wurzelsysteme
verlassen und wenden uns wieder den halbeinfachen komplexen Lie-Algebren zu.
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Das Wurzelsystem Φ von g bezüglich einer Cartan-Unteralgebra h kann als Teil-
menge des reellen Vektorraumes h∗R der reellwertigen linearen Funktionale auf hR
aufgefasst werden. Dann erfüllt Φ die Axiome eines Wurzelsystems in hR.

Umgekehrt lässt sich aus einem abstrakten Wurzelsystem eine halbeinfache kom-
plexe Lie-Algebra konstruieren, deren Wurzelsystem zum gegebenen Wurzelsystem
isomorph ist.

Bevor wir den Satz von Serre formulieren, erinnern wir uns an die folgenden Tat-
sachen.

• Φ ⊆ Z>0Σ ∪ Z60Σ (Σ eine Basis von Φ)

• [gα, gβ] = gα+β für α, β ∈ Φ mit α+ β 6= 0

• h =
⊕
α∈Σ

[gα, g−α]

Es seien α, β ∈ Σ, α 6= β, zwei verschiedene einfache Wurzeln. Weil β − α keine
Wurzel ist (positiver und negativer Koeffizient!) wirkt sl

(α)
2 auf

gβ ⊕ gβ+α ⊕ · · · ⊕ gβ−〈β,α∨〉α.

Für Xα ∈ gα gilt dann insbesondere

(adXα)−〈β,α
∨〉+1

gβ = 0.

Satz 11.4 (Serre) Es sei Φ ein Wurzelsystem vom Rang l mit Basis Σ. Dann
ist die komplexe Lie-Algebra erzeugt von den 3l Elementen (Hα, Eα, Fα)α∈Σ und
mit den Relationen

• [Hα, Hβ ] = 0

• [Eα, Fα] = Hα, [Eα, Fβ ] = 0 für α 6= β

• [Hα, Eβ ] = 〈β, α∨〉Eβ , [Hα, Fβ ] = −〈β, α∨〉Fβ

•
(
adEα

)−〈β,α∨〉+1(Eβ) = 0 für α 6= β

•
(
adFα

)−〈β,α∨〉+1(Fβ) = 0 für α 6= β

eine (endlich dimensionale) halbeinfache komplexe Lie-Algebra, deren Wurzel-
system isomorph zu Φ ist.
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12 Die klassischen einfachen Lie-Algebren über C

Zum Schluss des Kapitels geben wir eine explizite Beschreibung der einfachen
komplexen Lie-Algebren der Typen Al, Bl, Cl und Dl. Diese lassen sich durch die
Lie-Algebren sll+1(C), so2l+1(C), sp2l(C) und so2l(C) realisieren. Die Lie-Algebra
sod(C) = (Lie SO(d)) ⊗R C = (Lie O(d))⊗R C besteht aus den antisymmetrischen
komplexen d×d-Matrizen, und somit verschwinden ihre Diagonalelemente. Wir
ersetzen sod(C) durch eine isomorphe Lie-Algebra so(Cd, B) ⊆ M(d×d,C), worin
die Diagonalmatrizen eine Cartan-Unteralgebra bilden. Die Lie-Algebra sp2l(C)
ist die Lie-Algebra der Lie-Gruppe der symplektischen komplexen 2l×2l-Matrizen

Sp2l(C) =
{
A ∈ M(2l×2l,C)

∣∣ A>JA = J
}

mit J =
(

0 1l
−1l 0

)
.

Wir verwenden folgende Notationen:

Ep,q ∈M(d×d,C) die Matrix mit (p, q)-Eintrag 1, alle anderen Einträge 0,

εr das lineare Funktional auf den Diagonalmatrizen gegeben durch

εr : Ep,p 7−→
{

1 falls r = p,

0 sonst,

i, j, k laufen über 1, . . . , l.

Typ Al g = sll+1(C) =
{
X ∈M

(
(l + 1)×(l + 1),C

) ∣∣ trX = 0
}

Cartan-Unteralgebra:

Hi = Ei,i − Ei+1,i+1

Wurzelräume:

Ep,q ∈ gεp−εq p 6= q, p, q = 1, . . . , l + 1

Killing-Form:

κ(X,Y ) = 2 (l + 1) tr(XY )

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

· · ·

ε1 − ε2 ε2 − ε3 εl−1 − εl εl − εl+1
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Typ Bl g = so
(
C2l+1, B

)
=
{
X ∈M

(
(2l + 1)×(2l+ 1),C

) ∣∣ X>B +BX = 0
}

,

wobei B =

 0 1l 0
1l 0 0
0 0 1

. Wir zerlegen X wie B in Blöcke und finden

X =

A B e
C D f
g h ι

 ∈ g ⇐⇒


A> +D = 0,
B +B> = 0, C + C> = 0,
e> + h = 0, f> + g = 0,
ι = 0.

Cartan-Unteralgebra:

Hi = Ei,i − Ei+1,i+1 − El+i,l+i + El+i+1,l+i+1 i 6= l

Hl = 2El,l − 2E2l,2l

Wurzelräume:

Ej,k − El+k,l+j ∈ gεj−εk j 6= k

Ej,l+k − Ek,l+j ∈ gεj+εk j < k

El+j,k − El+k,j ∈ g−εj−εk j < k
√

2 (Ei,2l+1 − E2l+1,l+i)∈ gεi√
2 (El+i,2l+1 − E2l+1,i)∈ g−εi

Killing-Form:

κ(X,Y ) = (2l − 1) tr(XY )

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

>· · ·

ε1 − ε2 ε2 − ε3 εl−2 − εl−1 εl−1 − εl εl
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Typ Cl g = sp2l(C) =
{
X ∈M(2l×2l,C)

∣∣ X>J + JX = 0
}

,

wobei J =
(

0 1l
−1l 0

)
. Wir zerlegen X wie J in Blöcke und finden

X =
(
A B
C D

)
∈ g ⇐⇒

{
A> +D = 0,
B = B>, C = C>.

Cartan-Unteralgebra:

Hi = Ei,i − Ei+1,i+1 − El+i,l+i + El+i+1,l+i+1 i 6= l

Hl = El,l − E2l,2l

Wurzelräume:

Ej,k − El+k,l+j ∈ gεj−εk j 6= k

Ej,l+k + Ek,l+j ∈ gεj+εk j < k

El+j,k + El+k,j ∈ g−εj−εk j < k

Ei,l+i ∈ g2εi

El+i,i ∈ g−2εi

Killing-Form:

κ(X,Y ) = 2 (l + 1) tr(XY )

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

<· · ·

ε1 − ε2 ε2 − ε3 εl−2 − εl−1 εl−1 − εl 2 εl
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Typ Dl g = so
(
C2l, B

)
=
{
X ∈ M(2l×2l,C)

∣∣ X>B +BX = 0
}

,

wobei B =
(

0 1l
1l 0

)
. Wir zerlegen X wie B in Blöcke und finden

X =
(
A B
C D

)
∈ g ⇐⇒

{
A> +D = 0,
B +B> = 0, C + C> = 0.

Cartan-Unteralgebra:

Hi = Ei,i − Ei+1,i+1 − El+i,l+i + El+i+1,l+i+1 i 6= l

Hl = El−1,l−1 + El,l − E2l−1,2l−1 − E2l,2l

Wurzelräume:

Ej,k − El+k,l+j ∈ gεj−εk j 6= k

Ej,l+k − Ek,l+j ∈ gεj+εk j < k

El+j,k − El+k,j ∈ g−εj−εk j < k

Killing-Form:

κ(X,Y ) = 2 (l − 1) tr(XY )

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

· · ·

ε1 − ε2 ε2 − ε3 εl−3 − εl−2 εl−2 − εl−1

εl−1 − εl

εl−1 + εl
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Kapitel III

Darstellungstheorie

g halbeinfache komplexe Lie-Algebra, g 6= 0

h Cartan-Unteralgebra von g

Φ+ = {α1, . . . , αN} Menge der positiven Wurzeln mit N = |Φ+| so, dass

Σ = {α1, . . . , αl} Basis von Φ+

n± =
⊕

α∈Φ+

g±α

b = h⊕ n+ Borel-Unteralgebra

W = 〈sα |α ∈ Σ〉 Weylgruppe

`(w) Länge von w ∈W
ε(w) = detw = (−1)`(w) Signum von w ∈W
C ⊆ h∗R abgeschlossene Fundamentalkammer

( | ) W -invariantes Skalarprodukt auf h∗R

Q =
⊕
α∈Σ

Zα Wurzelgitter

Q+ =
⊕
α∈Σ

Z>0α

µ 6 λ :⇐⇒ λ− µ ∈ Q+ partielle Ordnung auf h∗

($α)α∈Σ Fundamentalgewichte (Dualbasis zu (α∨)α∈Σ)

P =
⊕
α∈Σ

Z$α Gewichtsgitter

P+ =
⊕
α∈Σ

Z>0$α = P ∩ C Menge der dominanten ganzzahligen Gewichte

ρ = 1
2

∑
α∈Φ+

α =
∑
α∈Σ

$α halbe Summe der positiven Wurzeln

L(λ) einfacher g-Modul zum höchsten Gewicht λ

Nν
λµ L(λ)⊗ L(µ) ∼=

⊕
ν∈P+

L(ν)⊕N
ν
λµ für λ, µ, ν ∈ P+

77
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13 Moduln

13.1 Darstellungen und Moduln

In der Darstellungstheorie gibt es zwei Sprechweisen für denselben Sachverhalt.
Statt zu sagen, % : g → gl(V ) sei eine Darstellung, nennt man oft V einen (links)
g-Modul oder einen (links) Ug-Modul.

Ein g-Modul ist ein C-Vektorraum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung

g× V −→ V

(X, v) 7−→ Xv,

welche [X,Y ]v = X(Y v)− Y (Xv) (X,Y ∈ g, v ∈ V ) erfüllt.

Ein Ug-Modul ist ein C-Vektorraum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung

Ug× V −→ V

(x, v) 7−→ xv,

welche (xy)v = x(yv) und 1v = v (x, y ∈ Ug, v ∈ V ) erfüllt.

Eine Darstellung von g, ein g-Modul und ein Ug-Modul sind also ”dasselbe“. No-
tationell sind uns mit %(X)v = Xv diese äquivalenten Sprachen geläufig. Es folgt
nun noch ein kleines Vokabular.

Darstellung ↔ Modul
äquivalente Darstellungen ↔ isomorphe Moduln
irreduzible Darstellung ↔ einfacher Modul
vollreduzible Darstellung ↔ halbeinfacher Modul

Eine C-lineare Abbildung ϕ : V → V ′ zwischen zwei g-Moduln ist ein g-Homo-
morphismus, wenn ϕ g-äquivariant ist, also wenn ϕ(Xv) = Xϕ(v) für alle X ∈ g,
v ∈ V gilt.

13.2 Gewichtsräume und endlich dimensionale g-Moduln

Für einen g-Modul V definieren wir seine Gewichtsräume (simultane Eigenräume
unter der Wirkung der Cartan-Unteralgebra h)

Vµ :=
{
v ∈ V

∣∣ Hv = µ(H) v ∀H ∈ h
}

für µ ∈ h∗.

Ist Vµ 6= 0, so heisst µ ein Gewicht von V und Vµ der Gewichtsraum zum Gewicht
µ. Für V = g die adjungierte Darstellung erweitert dies die Terminologie, die
wir schon früher einführten. Die Dimension dim Vµ ∈ Z>0 ∪ {∞} heisst Multi-
plizität des Gewichts µ. Wir tolerieren dabei die missbräuchliche, aber bequeme
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Sprechweise, von einem Gewicht µ von V der Multiplizität 0 zu reden, wenn µ
kein Gewicht von V ist.

Für α ∈ Φ ∪ {0} haben wir
gαVµ ⊆ Vµ+α ,

was wie in Lemma 9.9 folgt: für H ∈ h, X ∈ gα und v ∈ Vµ ist

HXv = [H,X ]v +XHv = α(H)Xv +X µ(H) v =
(
µ+ α

)
(H)Xv.

Daraus folgt, dass
⊕
µ∈h∗

Vµ ⊆ V ein Untermodul des g-Moduls V ist. Wir interes-

sieren uns hier ausschliesslich für g-Moduln V , für welche V =
⊕
µ∈h∗

Vµ gilt.

Proposition 13.1 Es sei V ein endlich dimensionaler g-Modul. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) V =
⊕
µ∈h∗

Vµ .

b) Vµ 6= 0 =⇒ 〈µ, α∨〉 ∈ Z ∀α ∈ Σ (und somit auch ∀α ∈ Φ).

c) dimVµ = dim Vwµ ∀w ∈ W .

Beweis. Wir verwenden die Darstellungstheorie von sl2(C). Für jede einfache
Wurzel α ∈ Σ wirkt das Element (sl2-Tripel!) Hα ∈ sl

(α)
2 auf V , und zwar dia-

gonalisierbar1 und mit ganzzahligen Eigenwerten. Weil h =
⊕
α∈Σ

CHα abelsch ist,

gilt dann V =
⊕
µ∈h∗

Vµ und Vµ 6= 0 =⇒ 〈µ, α∨〉 = µ(Hα) ∈ Z für alle α ∈ Σ.

Schliesslich ist in c) zu zeigen, dass dimVµ = dim Vsα(µ) für alle α ∈ Σ gilt. Wir
verwenden den Automorphismus θα(1) aus Abschnitt 9.3. Es gibt eine invertier-
bare lineare Abbildung T ∈ GL(V ) so, dass

(
θα(1)X

)
v = TXT−1v für alle X ∈ g,

v ∈ V gilt. Dann bildet T−1 den Gewichtsraum Vµ auf Vsα(µ) ab. �
1Dass Hα diagonalisierbar wirkt, folgt nicht unmittelbar. Statt dies direkt ad hoc zu beweisen,

verweisen wir auf den folgenden Satz.

Satz 13.2 Jeder endlich dimensionale g-Modul ist halbeinfach.

Beweisskizze. Zu zeigen ist, dass für alle endlich dimensionalen g-Moduln V ′ und V ′′ gilt
Ext1

Ug
(V ′′, V ′) = 0. Man zeigt Ext1

Ug
(V ′′, V ′) = H1

(
g,HomC(V ′′, V ′)

)
, und in der Tat ist

H1(g, V ) = 0 für jeden endlich dimensionalen g-Modul V . �

Bemerkung Der Satz 13.2 wurde zuerst von Weyl mit analytischen Hilfsmitteln (
”
Unitaritäts-

Trick“) bewiesen. Es sei G eine zusammenhängende, einfach zusammenhängende komplexe Lie-
Gruppe mit Lie-Algebra isomorph zu g. Dann nimmt man eine maximal kompakte Untergruppe
K von G. Ein endlich dimensionaler g-Modul ist dann auch eine Darstellung von K und trägt
eine K-invariante hermitesche Form, welche es erlaubt, zu einem g-stabilen Unterraum ein or-
thogonales Komplement zu finden, das dann auch g-stabil ist.
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Definition Die Elemente der Dualbasis ($α)α∈Σ ⊆ h∗R ⊆ h∗ zur Basis der Ko-
wurzeln (α∨)α∈Σ ⊆ hR ⊆ h heissen Fundamentalgewichte. Sie erzeugen das Ge-
wichtsgitter

P =
⊕
α∈Σ

Z$α ⊆ h
∗
R ⊆ h

∗.

Ein Element λ ∈ P heisst ganzzahliges Gewicht.

Proposition 13.1 b) können wir jetzt so schreiben:

Vµ 6= 0 =⇒ µ ∈ P .

Das Wurzelgitter Q =
⊕
α∈Σ

Zα ist ein Untergitter des Gewichtsgitters vom Index

[P : Q] = detA, wobei A die Cartan-Matrix von g ist.

Beispiel Ein Ausschnitt des Gewichtsgitters von B2.

-
α

I
β

�$α

6
$β

Die gefüllten Kreise bezeichnen Punkte des Wurzelgitters. Zum Gewichtsgitter
gehören auch die durch die nicht gefüllten Kreise markierten Punkte.

Die Strahlen R>0$α ⊆ h∗R für α ∈ Σ sind die Kanten der abgeschlossenen Fun-
damentalkammer C. Wichtig für die endlich dimensionale Darstellungstheorie ist
die Menge P+ =

⊕
α∈Σ

Z>0$α = P ∩ C der dominanten ganzzahligen Gewichte.

Lemma 13.3 ρ = 1
2

∑
α∈Φ+

α =
∑
α∈Σ

$α.
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Beweis. Nach Lemma 11.3 gilt für α ∈ Σ

ρ− α = sα(ρ) = ρ− 〈ρ, α∨〉α,

also 〈ρ, α∨〉 = 1 für alle α ∈ Σ und somit ρ =
∑
α∈Σ

$α. �

Korollar 13.4 Die halbe Summe der positiven Wurzeln liegt im Innern der Fun-
damentalkammer. Aus wρ = ρ oder allgemeiner aus w(λ+ ρ) = λ+ ρ für λ ∈ P+

und w ∈ W folgt w = 1.

Bemerkung Damit haben wir auch eine ”Erklärung“ für die Zahlen

46

68

91 135 110 84 57 29

ρ =
∑
α∈Σ

mα α

im Dynkin-Diagramm von E8. Es sind die Koeffizienten von ρ bezüglich Σ. Es
gilt also 1 = 〈ρ, α∨〉 = 2mα +

∑
β∈Σ
β 6=α

〈β, α∨〉mβ für alle α ∈ Σ. Ausserdem ist

29 + 1 = 〈ρ, θ∨〉+ 1 = g die (duale) Coxeterzahl von E8.

14 Höchstgewichtsmoduln

14.1 Verma-Moduln und BGG-Auflösung

Obschon wir an der endlich dimensionalen Darstellungstheorie von g interessiert
sind, lassen wir vorerst auch unendlich dimensionale Moduln zu. Insbesondere wer-
den wir die Verma-Moduln einführen, die als ”Bausteine“ für endlich dimensionale
Moduln dienen werden.

Definition Es sei V 6= 0 ein möglicherweise unendlich dimensionaler g-Modul.
Ein Element v ∈ V − {0} heisst primitives Element zum Gewicht λ ∈ h∗, wenn

Hv = λ(H) v ∀H ∈ h und Ev = 0 ∀E ∈ n+.

Der g-Modul V heisst Modul zum höchsten Gewicht λ ∈ h∗, falls es ein primitives
Element v ∈ V zum Gewicht λ gibt mit V = (Ug)v.
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Es sei V ein g-Modul zum höchsten Gewicht λ mit primitivem Element v zum
Gewicht λ. Jedes Element von V ist dann eine Linearkombination von Elementen
der Form

F q11 · · ·F
qN
N v (qj ∈ Z>0 für j = 1, . . . , N) (14.1)

mit Fj ∈ g−αj − {0} (j = 1, . . . , N), und für H ∈ h gilt

HF q11 · · ·F
qN
N v =

(
λ− q1α1 − · · · − qNαN

)
(H)F q11 · · ·F

qN
N v. (14.2)

Also ist dann der Modul V die direkte Summe seiner Gewichtsräume:

V =
⊕
µ6λ

Vµ,

wobei 6 die partielle Ordnung auf h∗ ist, welche durch µ 6 λ :⇐⇒ λ − µ ∈ Q+

definiert ist. Es gilt dimVµ <∞.

Die Vektoren in (14.1) sind im allgemeinen nicht linear unabhängig. Falls sie linear
unabhängig sind, ist V ein universeller Modul zum höchsten Gewicht λ, nämlich
V ∼= Ug⊗Ub Cλ =: M(λ). Dabei ist Cλ = C1 der 1-dimensionale b-Modul mit

H1 = λ(H) 1 für H ∈ h,
E1 = 0 für E ∈ n+.

Der universelle Modul M(λ) heisst auch Verma-Modul zum höchsten Gewicht λ.
Mit 1λ = 1⊗ 1 ∈ Ug⊗Ub Cλ haben wir

M(λ) =
⊕
q1>0

...
qN>0

CF q11 · · ·F
qN
N 1λ (14.3)

und F q11 · · ·F
qN
N 1λ 6= 0. Jeder Modul zum höchsten Gewicht λ ist isomorph zu

einem Quotienten des Verma-Moduls M(λ). Die Summe I(λ) aller echten Un-
termoduln von M(λ) ist enthalten in

⊕
µ6λ
µ6=λ

M(λ)µ und ist folglich der maximale

Untermodul von M(λ). Der Quotient M(λ)/I(λ) ist dann also der einzige einfa-
che Quotient von M(λ).

Bemerkung Für λ ∈ h∗ mit 〈λ + ρ, α∨〉 /∈ Z>0 ∀α ∈ Φ+ gilt L(λ) = M(λ).

Ist V wieder irgendein g-Modul zum höchsten Gewicht λ mit primitivem Element
v zum Gewicht λ, so gibt es genau einen g-Homomorphismus M(λ)→→ V , der 1λ
auf v abbildet. Für die Gewichtsräume haben wir M(λ)µ →→ Vµ für alle µ ∈ h∗

und Vλ = Cv. Weiter folgt Endg V = C, denn ein g-Endomorphismus von V wird
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beschrieben durch die Einschränkung auf Vλ = Cv und ist dort von der Form
v 7→ a v für ein a ∈ C.

Das Zentrum Zg von Ug wirkt auf V als Algebra von g-Endomorphismen. Wegen
Endg V = C · idV haben wir einen Homomorphismus von C-Algebren

χλ : Zg −→ C

mit zv′ = χλ(z) v′ (z ∈ Zg, v′ ∈ V ). Die Funktion χλ heisst zentraler Charakter.
Das Zentrum Zg wirkt auf jedem Untermodul und jedem Quotienten von V durch
den zentralen Charakter χλ. Insbesondere hängt der zentrale Charakter eines
Moduls zum höchsten Gewicht λ nur von λ und nicht vom Modul selbst ab.

Satz 14.1 (Harish-Chandra) Für λ, µ ∈ h∗ gilt für die zentralen Charaktere

χλ = χµ ⇐⇒ ∃w ∈W mit λ = w(µ+ ρ)− ρ.

Notation Für w ∈W und λ ∈ h∗ setzen wir w · λ := w(λ+ ρ)− ρ.

Beispiel g = sl2(C). Wir verwenden die üblichen Notationen H , E, F und
identifizieren die Gewichte λ ∈ h∗ mit den Zahlen λ(H) ∈ C. Die Wurzeln sind
dann ±α = ±2. Für λ ∈ Z>0 konstruierten wir den einfachen Modul L(λ) zum
höchsten Gewicht λ im Abschnitt 9.2. Mit ρ = 1

2 α = 1 und sα : λ 7→ −λ finden
wir sα · λ = sα

(
λ+ 1

2 α
)
− 1

2 α = −λ− α = −λ− 2.

· · ·
E ..

CFλ+11λ
F

kk

E
,,
CFλ1λ

F
mm

E
++ · · ·

F
mm

E
,,
CF1λ

F

kk

E
++
C1λ

F
ll

E
(( 0

Für λ ∈ Z>0 ist also Fλ+11λ ein primitives Element zum Gewicht λ− 2(λ+ 1) =
−λ− 2.

M(sα · λ) = M(−λ− 2) ∼= I(λ) =
⊕
q>λ+1

CF q1λ ⊆
⊕
q>0

CF q1λ = M(λ)

Der unendlich dimensionale sl2(C)-Modul M(λ) ist nicht halbeinfach, denn der
Untermodul I(λ) besitzt kein Komplement.

Es gilt Z
(
sl2(C)

)
= C[Ω] mit Ω = 1

2H
2+EF+FE = 1

2H
2+H+2FE ∈ Z

(
sl2(C)

)
.

Wir können in diesem Beispiel den Satz von Harish-Chandra direkt bestätigen:

χλ(Ω) = 1
2 λ

2 + λ,

χ−λ−2(Ω) = 1
2 (−λ− 2)2 + (−λ− 2) = 1

2 λ
2 + λ.
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Für den (λ+ 1)-dimensionalen einfachen sl2(C)-Modul L(λ) = M(λ)/I(λ) haben
wir eine Auflösung durch Verma-Moduln gefunden, eine exakte Folge

0 −→M(sα · λ) −→M(λ) −→ L(λ) −→ 0

von sl2(C)-Moduln und sl2(C)-Homomorphismen.

Nach Proposition 13.1 a) besitzt jeder endlich dimensionale einfache g-Modul V
ein primitives Element v ∈ V − {0} zu einem Gewicht λ ∈ h∗. Es gilt dann
V = (Ug)v ∼= L(λ), weil V einfach ist. Nach Proposition 13.1 b) c) ist λ ∈ P+ ein
dominantes ganzzahliges Gewicht. Wir werden sehen, dass umgekehrt für λ ∈ P+

der einfache Modul L(λ) endliche Dimension hat.

Bernstein, Gelfand und Gelfand konstruierten für eine beliebige halbeinfache kom-
plexe Lie-Algebra g für jeden endlich dimensionalen g-Modul eine Auflösung durch
direkte Summen von lauter Verma-Moduln. Als unmittelbares Korollar aus dieser
BGG-Auflösung folgt die Charakterformel von Weyl. Zu deren Beweis bedarf es
nicht der vollen Stärke der BGG-Auflösung. Trotzdem verwenden wir hier die
BGG-Auflösung, um die Charakterformel herzuleiten, da dieser Zugang konzep-
tuell sehr leicht zu verstehen ist. Zuerst formulieren wir einige Tatsachen über
g-Homomorphismen zwischen Verma-Moduln.

Für λ, µ ∈ h∗ ist der Vektorraum der g-Homomorphismen Homg

(
M(µ),M(λ)

)
höchstens 1-dimensional, und für ϕ ∈ Homg

(
M(µ),M(λ)

)
, ϕ 6= 0, ist ϕ injektiv.

Man kann dann also M(µ) als Untermodul von M(λ) auffassen. Es gelten dann
µ 6 λ und nach dem Satz von Harish-Chandra µ ∈W · λ.

Satz 14.2 (Bernstein, Gelfand, Gelfand) Für jedes dominante ganzzahlige
Gewicht λ ∈ P+ gibt es eine exakte Folge von g-Moduln und g-Homomorphismen

0 −→ CN (λ) −→ · · · −→ C1(λ) −→ C0(λ) −→ L(λ) −→ 0

mit
Cp(λ) =

⊕
w∈W
`(w)=p

M(w · λ).

15 Charaktere

Für einen g-Modul V mit V =
⊕
µ∈h∗

Vµ und mit endlich dimensionalen Gewichts-

räumen dimVµ < ∞ für alle µ ∈ h∗ – einen solchen Modul nennen wir zulässig –
definieren wir seinen Charakter chV . Der Charakter führt über die Dimensionen
der Gewichtsräume Buch und ist definiert als

chV :=
∑
µ∈h∗

dimVµ e
µ ∈ Z[[h∗]].
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Eine Erklärung, was Z[[h∗]] ist, folgt gleich. Zuerst bezeichnen wir noch mit
Z[h∗] =

⊕
λ∈h∗

Zeλ den Gruppenring der (abelschen) Gruppe h∗. Um nicht mit

der Addition in Z[h∗] in Konflikt zu kommen, schreiben wir die Einbettung so:

h∗ ↪→ Z[h∗]

λ 7→ eλ mit eλ · eµ = eλ+µ.

Das Einselement ist 1 = e0.

Wir haben die abelsche Gruppe Z[[h∗]] =
∏
λ∈h∗

Zeλ, die Z[h∗] enthält. Es ist zu

beachten, dass Z[[h∗]] kein Ring ist. Die Multiplikation in Z[h∗] kann (für g 6= 0,
was wir ja voraussetzen) nicht auf ganz Z[[h∗]] erweitert werden.

Für den Charakter eines Verma-Moduls M(λ) erhalten wir nach (14.3) und (14.2)

chM(λ) =
∑
q1>0

...
qN>0

eλ−q1α1−···−qNαN = eλ
N∏
j=1

1
1− e−αj

=
eλ∏

α∈Φ+

(1− e−α)
∈ eλ Z[[e−α1 , . . . , e−αl ]]︸ ︷︷ ︸

Potenzreihen in e−α1 , . . . , e−αl

mit ganzzahligen Koeffizienten

⊆ Z[[h∗]].

Lemma 15.1 Es sei

0 −→ VN
fN−→ VN−1

fN−1−→ · · · −→ V0
f0−→ V −→ 0

eine exakte Folge2 von endlich dimensionalen Vektorräumen. Dann gilt

dimV =
N∑
p=0

(−1)p dimVp. (15.1)

Beweis. Mit Induktion nach N .

N 6 1: 0 −→ V1
f1−→ V0

f0−→ V −→ 0 exakt

⇐⇒

 f0 surjektiv
ker f0 = im f1

f1 injektiv


=⇒ dimV = dim im f0 = dimV0 − dim ker f0

= dimV0 − dim im f1 = dimV0 − dim V1.

2fN , . . . , f0 sind lineare Abbildungen, und fN ist injektiv, f0 ist surjektiv und
im fp = ker fp−1 für p = 1, . . . , N .
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N > 2: Für die exakte Folge

0 −→ ker fN−2 ↪→ VN−2
fN−2−→ VN−3 −→ · · · −→ V0

f0−→ V −→ 0

gilt nach Induktionsvoraussetzung

dim V =
N−2∑
p=0

(−1)p dimVp + (−1)N−1 dim ker fN−2. (15.2)

Mit der exakten Folge

0 −→ VN
fN−→ VN−1

fN−1−→ im fN−1 −→ 0

erhalten wir dim im fN−1 = dimVN−1 − dimVN , zusammen mit (15.2) und mit
dim im fN−1 = dim ker fN−2 also die alternierende Summenformel (15.1). �

Korollar 15.2 Es sei

0 −→ CN −→ · · · −→ C1 −→ C0 −→ L −→ 0

eine exakte Folge von zulässigen g-Moduln und g-Homomorphismen. Dann gilt

chL =
N∑
p=0

(−1)p chCp.

Beweis. Wir zerlegen alle vorkommenden Moduln in ihre Gewichtsräume. Jeder
g-Homomorphismus (sogar jeder h-Homomorphismus) ϕ : V → V ′ bildet den
Gewichtsraum zum Gewicht µ in den Gewichtsraum zum selben Gewicht µ ab:

v ∈ Vµ =⇒ Hϕ(v) = ϕ(Hv) = ϕ
(
µ(H) v

)
= µ(H)ϕ(v), d. h. ϕ(v) ∈ V ′µ.

(Wir benötigten dies schon auf Seite 82.) �

Satz 15.3 (Weylsche Charakterformel) Für jedes dominante ganzzahlige Ge-
wicht λ ∈ P+ gilt die Charakterformel

chL(λ) =

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)∏
α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

) . (15.3)

Bemerkung Zähler und Nenner in (15.3) sind Elemente des Gruppenrings Z[P ].
(Im allgemeinen ist α

2 für α ∈ Φ+ kein ganzzahliges Gewicht, aber das Produkt∏
α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

)
= e−ρ

∏
α∈Φ+

(eα − 1) ∈ Z[P ].) Wegen P =
⊕
α∈Σ

Z$α ist Z[P ] der
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Ring der Laurent-Polynome in den Variablen (e$α)α∈Σ mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, also

Z[P ] = Z
[
(e±$α)α∈Σ

]
= Z

[
(e$α)α∈Σ, e

−ρ].
Die Weylgruppe wirkt auf dem Gewichtsgitter P ⊆ h∗ und folglich auch auf Z[P ].
Zähler und Nenner in (15.3) sind antisymmetrisch (wξ = ε(w) ξ) unter der W -Wir-
kung . Dies ist evident für den Zähler und folgt für den Nenner aus Lemma 11.3.
Der Quotient ist dann invariant unter W , was im Einklang mit Proposition 13.1 c)
steht. Das folgende Lemma zeigt, dass der Quotient, der a priori ein Element
des Quotientenkörpers des Integritätsbereichs Z[P ] ist, tatsächlich zu Z[P ] gehört.
(Dies folgt übrigens auch daraus, dass der Quotient W -invariant ist und eλ als
maximales Monom besitzt.)

Lemma 15.4 Für λ ∈ P ist das Element ξ =
∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ) in Z[P ] durch

δ =
∏

α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

)
= eρ

∏
α∈Φ+

(1 − e−α) teilbar.

Beweis. Es sei α ∈ Φ+ eine positive Wurzel. Wir schreiben W = W ′
.
∪ sαW ′,

das heisst W ′ ist ein Repräsentantensystem für die Nebenklassen 〈sα〉\W . Dann
ist ξ =

∑
w∈W ′

ε(w) ew(λ+ρ) + ε(sαw) esαw(λ+ρ), und jeder Summand

ε(w) eµ + ε(sαw) esα(µ) = ε(w) eµ − ε(w) eµ−〈µ,α
∨〉α

= ε(w) eµ
(
1− e−〈µ,α∨〉α

)
ist wegen 〈µ, α∨〉 ∈ Z durch 1 − e−α teilbar. Weil 1− e−α für α ∈ Φ+ paarweise
zueinander teilerfremde Elemente im faktoriellen Ring Z[P ] sind, ist also ξ durch
δ teilbar. �

Beweis. (Satz 15.3) Die BGG-Auflösung (Satz 14.2) liefert (mit Korollar 15.2)

chL(λ) =
N∑
p=0

∑
w∈W
`(w)=p

(−1)p chM(w · λ) =
∑
w∈W

(−1)`(w) ew·λ∏
α∈Φ+

(1 − e−α)

=

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)−ρ∏
α∈Φ+

(1− e−α)
=

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)∏
α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

) .
�

Korollar 15.5 (Nennerformel) Es gilt∑
w∈W

ε(w) ewρ =
∏
α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

)
.
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Beweis. Dies ist die Charakterformel für den Modul L(0), denn L(0) ∼= C ist ein
trivialer 1-dimensionaler Modul, also chL(0) = 1. �

Beispiel Nennerformel für sll+1(C) (Typ Al). Wir verwenden die Notationen
vom Beispiel auf Seite 69.

Φ+ = {εj − εk | 1 6 j < k 6 l + 1}

Die halbe Summe der positiven Wurzeln ist dann

ρ = 1
2

(
l ε1 + (l − 2) ε2 + (l − 4) ε3 + · · · − (l − 2) εl − l εl+1

)
.

Die Nennerformel lautet hier∑
w∈W

ε(w) ewρ =
∏

16j<k6l+1

(
e

1
2 (εj−εk) − e− 1

2 (εj−εk)
)
.

Wir multiplizieren mit e
1
2 l(ε1+ε2+···+εl+1) =

∏
16j<k6l+1

e
1
2 (εj+εk) und verwenden,

dass (wie im Beispiel auf Seite 69) ε1 + ε2 + · · · + εl+1 invariant ist unter der
Weylgruppe W ∼= Sl+1. Damit wird∏

16j<k6l+1

(
eεj − eεk

)
=
∑
w∈W

ε(w) ew(lε1+(l−1)ε2+···+εl+0·εl+1)

=
∑

σ∈Sl+1

sign(σ) (eεσ(1) )l (eεσ(2))l−1 · · · (eεσ(l))1 (eεσ(l+1))0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(eε1)l (eε2)l . . . (eεl+1)l

(eε1)l−1 (eε2)l−1 . . . (eεl+1)l−1

...
...

...

eε1 eε2 . . . eεl+1

1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dies ist die Formel für eine Vandermonde-Determinante.

Satz 15.6 (Dimensionsformel) Es sei λ ∈ P+ ein dominantes ganzzahliges
Gewicht. Dann gilt

dimL(λ) =
∏
α∈Φ+

(λ+ ρ |α)
(ρ |α)

=
∏
α∈Φ+

〈λ+ ρ, α∨〉
〈ρ, α∨〉 .
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Beweis. Die Dimensionsformel folgt aus der Charakterformel mit einer algebrai-
schen Version der Regel von Bernoulli-de l’Hôpital. Für µ ∈ h∗R definieren wir den
Ringhomomorphismus

Eµ : Z[P ] −→ C[[τ ]]

e$α 7−→ e(µ|$α)τ =
∞∑
n=0

(µ|$α)n

n! τn für α ∈ Σ.

Wir rechnen

Eρ

( ∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)

)
=
∑
w∈W

ε(w) e(ρ|w(λ+ρ))τ =
∑
w∈W

ε(w−1) e(λ+ρ|wρ)τ

= Eλ+ρ

( ∑
w∈W

ε(w) ewρ
)

= Eλ+ρ

(
e−ρ

∏
α∈Φ+

(eα − 1)
)
.

Die gesuchte Dimension erhalten wir durch Evaluation von Eρ
(
L(λ)

)
in τ = 0.

dimL(λ) = Eρ


∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)

e−ρ
∏

α∈Φ+

(eα − 1)


∣∣∣∣∣∣∣
τ=0

=

Eλ+ρ

(
e−ρ

∏
α∈Φ+

(eα − 1)
)

Eρ
(
e−ρ

∏
α∈Φ+

(eα − 1)
)
∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=0

=
e−(λ+ρ|ρ)τ

e−(ρ|ρ)τ

∏
α∈Φ+

e(λ+ρ|α)τ − 1
e(ρ|α)τ − 1

∣∣∣
τ=0

=
∏
α∈Φ+

(λ+ ρ |α)
(ρ |α)

Durch Einsetzen von α∨ =
2

(α |α)
( |α) folgt die andere Formel. �

Beispiel Für g = sl2(C) mit Φ+ = {α} erhalten wir wie erwartet die Formel
dimL(rα2 ) = r+ 1 für r ∈ Z>0. Allgemeiner (g beliebig) gilt dimL(rρ) = (r+ 1)N

für r ∈ Z>0, wobei N = |Φ+|.

Wir definieren die Partitionsfunktion P : P → Z>0 durch

1∏
α∈Φ+

(1 − e−α)
=:

∑
γ∈Q+

P(γ) e−γ.

P(γ) ist also die Anzahl der Tupel (nα)α∈Φ+ ∈ Z
Φ+
>0 mit γ =

∑
α∈Φ+

nα α. Damit

können wir die Charakterformel so umformen, dass eine Formel für die Multipli-
zität eines Gewichts in einem endlich dimensionalen einfachen g-Modul entsteht.
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Proposition 15.7 (Multiplizitätsformel von Kostant) Es sei λ ∈ P+. Für
die Multiplizität des Gewichts µ ∈ P in L(λ) gilt dann

dimL(λ)µ =
∑
w∈W

ε(w)P
(
w(λ + ρ)− (µ+ ρ)

)
.

Beweis. Wir schreiben den Nenner in der Weylschen Charakterformel mit Hilfe
der Partitionsfunktion und formen um.

chL(λ) =
(∑
γ∈P
P(γ) e−γ

) ∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)−ρ

=
∑
γ∈P

∑
w∈W

ε(w)P(γ) ew(λ+ρ)−(γ+ρ)

=
∑
µ∈P

∑
w∈W

ε(w)P
(
w(λ + ρ)− (µ+ ρ)

)
eµ.

�

Proposition 15.8 (Multiplizitätsformel von Racah) Für jedes dominante
ganzzahlige Gewicht λ ∈ P+ und jedes von λ verschiedene Gewicht µ ∈ P − {λ}
von L(λ) gilt

dimL(λ)µ = −
∑
w∈W
w 6=1

ε(w) dimL(λ)µ+ρ−wρ.

Beweis. Für λ = 0 und ν ∈ P − {0} gilt nach Proposition 15.7

0 = dimL(0)−ν =
∑
w∈W

ε(w)P(wρ + ν − ρ)

oder

P(ν) = −
∑
w∈W
w 6=1

ε(w)P(wρ + ν − ρ) für ν 6= 0. (15.4)

Zusammen mit P(0) = 1 und suppP = Q+ gibt (15.4) eine Formel zur induktiven
Berechnung von P(ν). Indem wir den Ausdruck für P(ν) in Proposition 15.7
einsetzen, erhalten wir

dimL(λ)µ = −
∑
w∈W

ε(w)
∑
w′∈W
w′ 6=1

ε(w′)P
(
w(λ + ρ)− (µ+ ρ)︸ ︷︷ ︸
6= 0 ∀w ∈ W (Übung 15.1)

+w′ρ− ρ
)

= −
∑
w′∈W
w′ 6=1

ε(w′)
∑
w∈W

ε(w)P
(
w(λ + ρ)− (µ+ ρ− w′ρ+ ρ)

)
︸ ︷︷ ︸

= dimL(λ)µ+ρ−w′ρ

.

�
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Übung 15.1 Ist λ ∈ P+ und ist µ 6= λ ein Gewicht von L(λ), so gilt

(µ + ρ |µ+ ρ) < (λ+ ρ |λ+ ρ).

16 Tensorprodukte und Darstellungsring

Wir fassen zuerst einige Tatsachen zusammen, die wir bis jetzt über endlich di-
mensionale g-Moduln V gelernt haben.

• V ist eine direkte Summe von einfachen g-Moduln.

• Es gibt eine natürliche Bijektion
Isomorphieklassen von
endlich dimensionalen
einfachen g-Moduln

 ∼=←→ P+ .

Einem Repräsentanten der linken Seite wird sein höchstes Gewicht zugeord-
net, und zu einem dominanten ganzzahligen Gewicht haben wir die Klasse
[L(λ)] von L(λ).

• dimL(λ)λ = 1.

• chV ∈ Z[P ]W =
{
ξ ∈ Z[P ]

∣∣ wξ = ξ ∀w ∈ W
}

.

Die Menge aller Äquivalenzklassen von endlich dimensionalen Darstellungen von
g (Isomorphieklassen von endlich dimensionalen g-Moduln) ist eine Halbgruppe
mit der direkten Summe von Repräsentanten als Addition. Für jeden endlich
dimensionalen g-Modul V oder seine Isomorphieklasse [V ] gilt

V ∼=
⊕
λ∈P+

L(λ)⊕nλ oder [V ] =
∑
λ∈P+

nλ · [L(λ)] (16.1)

mit eindeutig bestimmten Multiplizitäten nλ ∈ Z>0 und nλ 6= 0 nur für endlich
viele λ ∈ P+.

Wie bestimmt man die Koeffizienten nλ in (16.1), wenn der endlich dimensionale
g-Modul V gegeben ist? Es gilt chV =

∑
λ∈P+

nλ chL(λ). Der folgende Algorithmus
bestimmt also die Koeffizienten nλ.
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Algorithmus

→ Eingabe: ein endlich dimensionaler g-Modul V .

1) Setze ξ := chV .

2) Wähle λ ∈ P+ maximal (bezüglich der partiellen Ordnung λ > µ ⇐⇒
λ− µ ∈ Q+) so, dass der Koeffizient von eλ in ξ nicht verschwindet. Dieser
Koeffizient ist nλ.

3) Ersetze ξ durch ξ − nλ chL(λ) (und nenne diesen Ausdruck wieder ξ).

4) Falls ξ = 0, so gibt es keine weiteren von 0 verschiedenen Koeffizienten.
Andernfalls gehe zurück zu 2).

→ Ausgabe: die Koeffizienten nλ in (16.1).

Die additive Gruppe R(g) ist die Gruppe der Äquivalenzklassen von endlich di-
mensionalen virtuellen Darstellungen von g :

R(g) =
⊕
λ∈P+

Z · [L(λ)].

Bei virtuellen Darstellungen sind also auch negative Multiplizitäten zugelassen.
Es ist klar, dass der oben beschriebene Algorithmus auch für Elemente in R(g)
angewendet werden kann.

Das Tensorprodukt V ⊗ V ′ (Tensorprodukt über C) zweier g-Moduln V und V ′

trägt eine g-Modulstruktur, nämlich

X(v ⊗ v′) := (Xv)⊗ v′ + v ⊗ (Xv′) (X ∈ g, v ∈ V , v′ ∈ V ′). (16.2)

In der Tat ist

[X,Y ](v ⊗ v′) = ([X,Y ]v)⊗ v′ + v ⊗ ([X,Y ]v′)
= (XY v)⊗ v′ − (Y Xv)⊗ v′ + v ⊗ (XY v′)− v ⊗ (Y Xv′)
= XY (v ⊗ v′)− Y X(v ⊗ v′).

Die Leibniz-Formel (16.2) haben wir auch schon angetroffen, nämlich bei der kon-
kreten Realisierung der irreduziblen Darstellungen von sl2(C) auf Seite 53.

Die Zerlegung in Gewichtsräume sieht so aus: für V =
⊕
λ∈P

Vλ und V ′ =
⊕
λ′∈P

V ′λ′
ist nach der Formel (16.2)

(V ⊗ V ′)µ =
⊕

λ+λ′=µ

Vλ ⊗ V ′λ′ .

Für die Charaktere gilt also ch(V ⊗ V ′) = chV · chV ′, wenn V , V ′ und V ⊗ V ′
zulässige g-Moduln sind.
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Durch additive Erweiterung von

[V ] · [V ′] := [V ⊗ V ′]

wird R(g) ein kommutativer Ring mit 1 = [L(0)], der Darstellungsring von g.

Der folgende Satz ist nun klar.

Satz 16.1 R(g) = Z
[
[L($α)]α∈Σ

] ∼= Z[P ]W .

Zum 1×1 des Darstellungsrings gehört die Bestimmung der Multiplizitäten in Ten-
sorprodukten. Für λ, µ, ν ∈ P+ bestimme man die Koeffizienten Nν

λµ in

L(λ)⊗ L(µ) ∼=
⊕
ν∈P+

L(ν)⊕N
ν
λµ oder [L(λ)] · [L(µ)] =

∑
ν∈P+

Nν
λµ [L(ν)].

(16.3)

Nehmen wir Charaktere in (16.3), so folgt

chL(λ) · chL(µ) =
∑
ν∈P+

Nν
λµ chL(ν). (16.4)

Die Koeffizienten Nν
λµ lassen sich dann nach dem obigen Algorithmus bestimmen.

Die nächste Proposition gibt eine explizite Formel für Nν
λµ.

Proposition 16.2 (Steinberg) Für λ, µ, ν ∈ P+ gilt

Nν
λµ =

∑
w,w′∈W

ε(ww′)P
(
w(λ + ρ) + w′(µ+ ρ)− ν − 2ρ

)
.

Beweis. Wir betrachten (16.4), schreiben chL(λ) nach der Formel von Kostant
(Proposition 15.7), chL(µ) und chL(ν) nach der Weylschen Charakterformel und
multiplizieren mit dem Nenner.(∑

λ′∈P

∑
w∈W

ε(w)P
(
w(λ + ρ)− (λ′ + ρ)

)
eλ
′
)( ∑

w′∈W
ε(w′) ew

′(µ+ρ)

)
=
∑
ν∈P+

Nν
λµ

∑
w∈W

ε(w) ew(ν+ρ). (16.5)

Die Zahl Nν
λµ ist nach Korollar 13.4 der Koeffizient von eν+ρ auf der rechten Seite

von (16.5). Aus eλ
′
ew
′(µ+ρ) = eν+ρ erhalten wir λ′ = −w′(µ+ρ)+ν+ρ und somit

Nν
λµ =

∑
w,w′∈W

ε(ww′)P
(
w(λ + ρ) + w′(µ+ ρ)− ν − 2ρ

)
.

�
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Beispiel Steinbergs Formel für die Multiplizitäten Nν
λµ ist für grosse Weylgrup-

pen impraktikabel. Für g = sl2(C) liefert sie die Clebsch-Gordan-Formel: mit
Φ+ = {α}, $ := $α = α

2 = ρ haben wir für die Partitionsfunktion

1
1− e−α =

∑
γ∈Z>0α

P(γ) e−γ =⇒ P(γ) =

{
1 falls γ ∈ Z>0α,

0 sonst.

Für λ = p$, µ = q$, ν = r$ mit p, q, r ∈ Z>0 und p > q erhalten wir nach
Steinbergs Formel

Nν
λµ = P(p$ +$ + q$ +$ − r$ − 2$)

− P(p$ +$ − q$ −$ − r$ − 2$)
− P(−p$ −$ + q$ +$ − r$ − 2$)
+ P(−p$ −$ − q$ −$ − r$ − 2$)

= P
(
(p+ q − r)$

)
− P

(
(p− q − r − 2)$

)
=

{
0 falls 2 - (p+ q + r) oder r > p+ q,

P
(
sα
)︸ ︷︷ ︸

= 1

−P
(
(s− q − 1)α

)︸ ︷︷ ︸
=

{
1 falls s > q,

0 falls s 6 q.

falls r = p+ q − 2s mit s ∈ Z>0,

Für p, q ∈ Z>0 gilt also

L(p$)⊗ L(q$) ∼=
p+q⊕

r=|p−q|
r≡p+q (mod 2)

L(r$).

Die nächste Formel, die schon viele Leute entdeckt haben und noch entdecken
werden, hat wohl R. Brauer zuerst gefunden. Sie eignet sich besonders gut zur Be-
stimmung der Multiplizitäten in Tensorprodukten, wenn die eine Darstellung nur
wenige Gewichte hat, deren Multiplizitäten explizit bekannt sind. Wir definieren

c̃hL(λ) =

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)∏
α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

) für λ ∈ P .

Für λ ∈ P+ ist c̃hL(λ) = chL(λ). Allgemein gilt

c̃hL(λ) =

{
ε(w) chL(w · λ) falls W · λ ∩ C = {w · λ},
0 sonst, d. h. falls W · λ ∩ C = ∅.



16. Tensorprodukte und Darstellungsring 95

Satz 16.3 (R. Brauer) Es sei V ein endlich dimensionaler g-Modul mit Cha-
rakter chV =

∑
µ∈P

mV (µ) eµ. Weiter sei λ ∈ P+. Dann gilt

chL(λ) · chV =
∑
µ∈P

mV (µ) c̃hL(λ+ µ).

Beweis. Wir schreiben δ =
∏

α∈Φ+

(
e
α
2 − e−α2

)
für den Nenner in der Charakter-

formel.

chL(λ) · chV =
(

1
δ

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+ρ)

)(∑
µ∈P

mV (µ) eµ
)

=
1
δ

∑
w∈W

ε(w)
∑
µ∈P

ew(λ+ρ)mV (wµ) ewµ

=
∑
µ∈P

mV (µ)
1
δ

∑
w∈W

ε(w) ew(λ+µ+ρ) =
∑
µ∈P

mV (µ) c̃hL(λ+ µ)

�

Beispiel g ∼= so5(C) ∼= sp4(C) (Typ B2)

-
α

I
β

�$α

6
$β

Nach der Dimensionsformel gilt

dimL(nα$α + nβ $β) =
1
6

(nα + 1)(nβ + 1)(nα + nβ + 2)(nα + 2nβ + 3).

dimL(0) = 1 dimL($α) = 4
dimL($β) = 5 dimL(2$α) = 10
dimL($α +$β) = 16 dimL(2$β) = 14
dimL(3$α) = 20 dimL(2$α +$β) = 35
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Als Darstellung von so5(C) ist L($β) die Standarddarstellung, und L($α) ist die
Spindarstellung. Als Darstellung von sp4(C) ist L($α) die Standarddarstellung.
Die Darstellung L(2$α) ist die adjungierte Darstellung (2$α = θ ist die höchste
Wurzel).

Wir gehen ganz naiv vor und beschreiben die g-Moduln durch Gewichtsdiagramme,
indem wir die Multiplizitäten der Gewichte auf die evidente Art darstellen.

L(0) L($α)

L($β) L(2$α)
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L($α +$β) L(2$β)

L(3$α) L(2$α +$β)

Alle gezeigten Gewichtsdiagramme ausser das letzte erhält man mittels der Sym-
metrie unter der Weylgruppe aus den entsprechenden höchsten Gewichten und der
Dimension und der Tatsache, dass die Diagramme ”gesättigt“ sind: nach der Dar-
stellungstheorie von sl2(C) können die Multiplizitäten (in der Nebenklasse (modulo
dem Wurzelgitter) des höchsten Gewichts im Gewichtsgitter) nach ”Innen“ nicht
abnehmen.

Es gibt mehrere Möglichkeiten, das Gewichtsdiagramm von L(2$α + $β) zu er-
halten. Zum Beispiel nach der Multiplizitätsformel von Racah erhält man aus
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dimL(2$α +$β)2$α+$β = 1 nacheinander

dimL(2$α +$β)2$β = 1,
dimL(2$α +$β)2$α = 2,
dimL(2$α +$β)$β = 3,

dimL(2$α +$β)0 = 3.

Hier ist ein anderes Vorgehen. Nach der Formel von Brauer für V = L($β) und
λ = 2$α erhalten wir

chL(2$α) · chL($β) = chL(2$α +$β) + chL(2$α) + chL($β)

+ c̃hL(2$α −$β)︸ ︷︷ ︸
= 0

+ c̃hL(4$α −$β)︸ ︷︷ ︸
= 0

,

also

L(2$α)⊗ L($β) ∼= L(2$α +$β)⊕ L(2$α)⊕ L($β).

F F F

F

F

Um das Gewichtsdiagramm von L(2$α + $β) zu erhalten, müssen wir die Mul-
tiplizitäten der Gewichte in L(2$α)⊕ L($β) von denjenigen in L(2$α)⊗ L($β)
subtrahieren. Das Gewichtsdiagramm von L(2$α)⊗ L($β) erhalten wir so: sind
(λ1, . . . , λ10) die Gewichte von L(2$α) (0 doppelt) und (µ1, . . . , µ5) die Gewichte



16. Tensorprodukte und Darstellungsring 99

von L($β), so sind (λj + µk)j=1,...,10
k=1,...,5

die Gewichte von L(2$α)⊗ L($β).

L(2$α)⊗ L($β) L(2$α)⊕ L($β)

Übung 16.1 Bestimme die Multiplizitäten in L(2$α + $β) via die Multiplizitäten im Tensor-
produkt L($α)⊗ L($α +$β).

Setzen wir zur Abkürzung s := [L($α)] und t := [L($β)], so gelten im Darstel-
lungsring die folgenden Identitäten.

[L(0)] = 1
[L($α)] = s

[L($β)] = t

[L(2$α)] = s2 − t− 1
[L($α +$β)] = st− s

[L(2$β)] = t2 − s2 + t

[L(3$α)] = s3 − 2st− s
[L(2$α +$β)] = s2t− s2 − t2 − t+ 1

Zum Beispiel
t2 = (t2 − s2 + t) + (s2 − t− 1) + 1

bedeutet

L($β)⊗ L($β) ∼= L(2$β)⊕ L(2$α)⊕ L(0). (16.6)

Sind (λi)16i6d die Gewichte von V (aufgezählt mit ihren Vielfachheiten), so sind

(λj + λk)16j<k6d die Gewichte von
∧2 V und

(λj + λk)16j6k6d die Gewichte von
⊙2

V .
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Man findet etwa ⊙2
s =

∧2
t = s2 − t− 1.

Natürlich kann man auch höhere äussere Potenzen, symmetrische Potenzen oder
allgemeiner Tensoren vom Grad n mit bestimmtem Symmetrietyp betrachten.

Der duale g-Modul V ∗ = HomC(V,C) ist gegeben durch(
Xf
)
(v) = −f(Xv). (16.7)

Die Gewichte sind dann (−λi)16i6d. In unserem Beispiel ist dies nicht so interes-
sant, weil hier V ∼= V ∗ ist. Allgemein ist L(λ)∗ ∼= L(−woλ) für λ ∈ P+. Dabei ist
wo das längste Element der Weylgruppe.

Übung 16.2 Zeige, dass durch die Formel (16.7) eine g-Modulstruktur auf V ∗ definiert wird.

17 Pfadmodell

Die Multiplizitätsformeln von Kostant, Racah, Steinberg und Brauer sind im fol-
genden Sinn nicht kombinatorisch: die Multiplizitäten werden nicht als Kardina-
litäten von Mengen ausgedrückt, sondern als Summen mit positiven und negativen
Termen. Für den Typ Al waren mit der Theorie der Young-Tableaux schon lan-
ge rein kombinatorische Beschreibungen der Multiplizitäten bekannt. Littelmann
hat eine vereinheitlichte Theorie für alle Typen gefunden. Sie liefert Mengen der
Kardinalitäten dimL(λ)µ für λ ∈ P+ und µ ∈ P sowie Nν

λµ für λ, µ, ν ∈ P+. Die
Elemente dieser Mengen sind Pfade, die wir nun beschreiben.

Wir betrachten stückweise lineare (und somit insbesondere stetige) Pfade
π : [0, 1]→ h∗R, welche in 0 starten und zu einem ganzzahligen Gewicht führen.

Π :=

{
π : [0, 1]→ h∗R

∣∣∣∣π stückweise linear (endlich viele Stücke!)
π(0) = 0, π(1) ∈ P

}
Reparametrisierung

Für π ∈ Π sprechen wir von π und meinen zugleich einen Repräsentanten der
Klasse π modulo Reparametrisierung. Zwei Pfade π1, π2 ∈ Π lassen sich zusam-
mensetzen. Wir schreiben π1 ∗ π2 (zuerst π1, dann π2) für den Pfad

(
π1 ∗ π2

)
(t) :=

{
π1(2t) falls 0 6 t 6 1

2 ,

π1(1) + π2(2t− 1) falls 1
2 6 t 6 1.

Die Operation ∗ ist assoziativ, weil wir Pfade modulo Reparametrisierung betrach-
ten.
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Der zu π duale Pfad π∗ ist

π∗(t) := π(1 − t)− π(1).

Ist λ ∈ P ein ganzzahliges Gewicht, so bezeichnen wir mit λ ∈ Π auch den Pfad
t 7→ tλ. Insbesondere ist damit 0 ∈ Π der konstante Pfad und λ∗ = −λ.

Für jede einfache Wurzel α ∈ Σ werden Endomorphismen eα und fα der freien
abelschen Gruppe ZΠ =

⊕
π∈Π

Z · π definiert. Für jeden Basisvektor π ∈ Π ist eαπ

entweder wieder ein Basisvektor, also eαπ ∈ Π ⊆ ZΠ, oder eαπ = 0 ∈ ZΠ (nicht
zu verwechseln3 mit dem konstanten Pfad 0 ∈ Π). Analoges gilt für fα.

Definition der Wurzeloperatoren eα und fα

Für α ∈ Σ und π ∈ Π setzen wir

hα : [0, 1] −→ R
t 7−→ 〈π(t), α∨〉

(was natürlich von der Parametrisierung abhängt). Das Minimum

mα := min
t∈[0,1]

hα(t) 6 0

ist wohldefiniert.

Falls mα 6 −1, definieren wir eαπ ∈ Π wie folgt:

• fixiere t1 ∈ [0, 1] minimal mit hα(t1) = mα,

• fixiere t0 ∈ [0, t1] maximal mit hα(t) > mα + 1 für t ∈ [0, t0],

• wähle t0 = s0 < s1 < · · · < sr = t1 so, dass entweder

(1) hα(si−1) = hα(si) und hα(t) > hα(si−1) für t ∈ [si−1, si] oder

(2) hα|[si−1,si] ist strikt abnehmend und hα(t) > hα(si−1) für t ∈ [0, si−1].

Wir setzen noch s−1 := 0 und sr+1 := 1. Für i = 0, . . . , r + 1 definieren wir den
Pfad πi als ”Einschränkung“ von π auf [si−1, si], genauer

πi(t) := π
(
si−1 + t(si − si−1)

)
− π(si−1).

Es gilt dann also π = π0 ∗ π1 ∗ · · · ∗ πr+1. Wir setzen

eαπ := π0 ∗ η1 ∗ η2 ∗ · · · ∗ ηr ∗ πr+1,

3Dazu besteht keine Gefahr, denn es gibt keinen Pfad π mit eαπ = 0 ∈ Π.
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wobei

ηi(t) :=

{
πi(t) falls sich hα auf [si−1, si] gemäss (1) verhält,
sα
(
πi(t)

)
falls sich hα auf [si−1, si] gemäss (2) verhält.

Falls mα > −1, so ist eαπ := 0 ∈ ZΠ.

Beispiel Wir nehmen an, der Pfad in der Figur werde monoton durchlaufen.

-

3 3

α

π eαπ

π(t0)

π(s1)

π(s2)π(t1)

0

hα=mα hα=mα+1

Der Endomorphismus fα ∈ EndZΠ wird durch

fαπ :=

{
(eαπ

∗)∗ falls eαπ
∗ 6= 0,

0 falls eαπ
∗ = 0.

definiert. Es folgt eine direkte Beschreibung.

Falls hα(1)−mα > 1, lässt sich fαπ ∈ Π wie folgt beschreiben:

• fixiere t0 ∈ [0, 1] maximal mit hα(t0) = mα,

• fixiere t1 ∈ [t0, 1] minimal mit hα(t) > mα + 1 für t ∈ [t1, 1],

• wähle t0 = s0 < s1 < · · · < sr = t1 so, dass entweder

(1) hα(si) = hα(si−1) und hα(t) > hα(si−1) für t ∈ [si−1, si] oder

(2) hα|[si−1,si] ist strikt zunehmend und hα(t) > hα(si) für t ∈ [si, 1].
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Wir setzen noch s−1 := 0 und sr+1 := 1. Für i = 0, . . . , r + 1 definieren wir wie
oben den Pfad πi durch

πi(t) := π
(
si−1 + t(si − si−1)

)
− π(si−1).

Dann ist
fαπ = π0 ∗ η1 ∗ η2 ∗ · · · ∗ ηr ∗ πr+1,

wobei

ηi(t) :=

{
πi(t) falls sich hα auf [si−1, si] gemäss (1) verhält,
sα
(
πi(t)

)
falls sich hα auf [si−1, si] gemäss (2) verhält.

Falls hα(1)−mα < 1, so ist fαπ = 0 ∈ ZΠ.

Lemma 17.1 Es seien α ∈ Σ eine einfache Wurzel und π ∈ Π ein Pfad. Dann
gelten die folgenden Eigenschaften.

a) Falls eαπ 6= 0, dann gilt eαπ(1) = π(1) + α.
Falls fαπ 6= 0, dann gilt fαπ(1) = π(1)− α.

b) Falls eαπ 6= 0, dann gilt fαeαπ = π.
Falls fαπ 6= 0, dann gilt eαfαπ = π.

c) Es seien n ∈ Z>0 maximal mit fnαπ 6= 0 und m ∈ Z>0 maximal mit emα π 6= 0.
Dann gilt 〈π(1), α∨〉 = n−m.

Wir setzen A := 〈eα, fα |α ∈ Σ〉 6 EndZΠ, der Unterring der Endomorphismen
von ZΠ, welcher von den Wurzeloperatoren eα und fα für α ∈ Σ erzeugt wird.

Die Menge der dominanten Pfade ist

Π+ :=
{
π ∈ Π

∣∣ π([0, 1]) ⊆ C
}
.

Für π ∈ Π+ und α ∈ Σ gilt eαπ = 0. Andrerseits ist aber die Menge der Pfade,
welche von allen (eα)α∈Σ annihiliert wird, die Menge{

π ∈ Π
∣∣ ρ+ π([0, 1]) ⊆ C

}
% Π+.

Für einen dominanten Pfad π ∈ Π+ definieren wir den A-Modul

L(π) := Aπ.

Die Menge der Pfade B(π) := L(π) ∩ Π ist dann eine Z-Basis von L(π). Es gilt
L(π) ∩ Π+ = {π}, und π ist der einzige Pfad in B(π), für welchen eαπ = 0 für
alle α ∈ Σ gilt. Die Menge B(π) ist auch die Menge der Pfade, die durch sukzes-
sives Anwenden der Wurzeloperatoren (fα)α∈Σ auf π entstehen. Zum dominanten
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ganzzahligen Gewicht λ := π(1) ∈ P+ haben wir den Pfad λ ∈ Π+ definiert. Die
A-Moduln L(π) und L(λ) sind dann isomorph unter π 7→ λ.

Wir definieren den Charakter von L(π) durch

ch L(π) :=
∑

η∈B(π)

eη(1).

Es gilt dann
ch L(π) = chL(π(1)).

Damit haben wir bereits eine Menge der Kardinalität dimL(λ)µ gefunden, nämlich{
η ∈ B(λ)

∣∣ η(1) = µ
}
.

Wir definieren einen gerichteten, gefärbten Graphen G:

• Die Ecken von G sind die Elemente von Π.

• Es gibt eine Kante π α−→ fαπ der Farbe α ∈ Σ für alle Pfade π ∈ Π mit
fαπ 6= 0.

Für π ∈ Π+ bezeichnen wir mit G(π) die Zusammenhangskomponente von π in G.
Die Menge der Ecken in G(π) ist dann B(π).

Der Graph G(π) stimmt mit dem Kristallgraphen des g-Moduls L(π(1)) überein,
welcher von Kashiwara via die Theorie der Quantengruppen definiert wurde. (Mit

”übereinstimmen“ meinen wir natürlich ”isomorph sein“.) Der disjunkten Ver-
einigung von Kristallgraphen entspricht die direkte Summe von g-Moduln. Die
Kristallgraphen von L(λ) und L(µ) (λ, µ ∈ P+) bestimmen in einfacher Weise den
Kristallgraphen des Tensorproduktes L(λ)⊗ L(µ).

Kristallgraph von L(λ)⊗ L(µ):

• Ecken: (η, π) ∈ G(λ)× G(µ).

• Kanten:

{
(η, π) α−→ (fαη, π) falls ekαπ 6= 0 =⇒ fk+1

α η 6= 0,
(η, π) α−→ (η, fαπ) falls fαπ 6= 0 und fkαη 6= 0 =⇒ ekαπ 6= 0.

Damit hat man eine Menge der Kardinalität Nν
λµ, nämlich die Anzahl Kompo-

nenten des Kristallgraphen von L(λ)⊗L(µ), welche mit dem Kristallgraphen von
L(ν) übereinstimmen.

Beispiel Für g vom Typ B2 gilt (16.6)

L($β)⊗ L($β) ∼= L(2$β)⊕ L(2$α)⊕ L(0).
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Dies wollen wir jetzt mit Kristallgraphen verifizieren. Der Kristallgraph G(0) des
trivialen g-Moduls C hat nur eine Ecke (etwa der konstante Pfad 0 ∈ Π) und keine
Kanten.

Die gestrichelten Linien deuten die einfachen Wurzeln α und β an.

G($β)

?
β

←−−−−−− � α←−−−−−− - α←−−−−−− - β
←−−−−−− 6

G(2$α)
�

α←−−−−−−

�
β←−−−−−− � α←−−−−−− �

α
y α

y

I
I

β
y β

y

	
α←−−−−−−

R
α←−−−−−−

R
β←−−−−−−

I

G(2$β)

6

β
y

- β←− 6

α
y α

y
- β←−−−−−− 6

α
y α

y
� α←−−−−−−- α←−−−−−− - 6

β
y β

y β
y

?

β←−−−−−−

�
α←−−−−−−

-
α←−−−−−−

-
β←−−−−−−

6
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Nun bilden wir den Kristallgraphen von L($β)⊗ L($β).

• β−−−−→ • α−−−−→ • α−−−−→ • β−−−−→ •

•

β

y
•

α

y
•

α

y
•

β

y
•

• • α−−−−→ • α−−−−→ • •

β

y β

y β

y
• β−−−−→ • • • β−−−−→ •

α

y α

y α

y α

y
• β−−−−→ • • α−−−−→ • β−−−−→ •

α

y α

y α

y
• • α−−−−→ • α−−−−→ • •

β

y β

y β

y
• β−−−−→ • α−−−−→ • α−−−−→ • β−−−−→ •

Als Zusammenhangskomponenten finden wir G(2$β), G(2$α) und G(0).

Dies lässt sich auch auf die folgende Art algebraisch beschreiben: für π1, π2 ∈ Π+

betrachten wir die Untergruppe L(π1)∗L(π2) von ZΠ, welche von den Pfaden η1∗η2

mit ηi ∈ B(πi) (i = 1, 2) aufgespannt wird. Dann ist L(π1) ∗ L(π2) ein A-Modul
mit Z-Basis

(
L(π1) ∗ L(π2)

)
∩Π = B(π1) ∗ B(π2).

Proposition 17.2 Für π1, π2 ∈ Π+ gilt

L(π1) ∗ L(π2) =
⊕

η1∈B(π1)
η2∈B(π2)
η1∗η2∈Π+

L(η1 ∗ η2).

In der obigen direkten Summe ist stets η1 = π1.

Mit der evidenten Notation ist

ch
(
L(π1) ∗ L(π2)

)
= ch L(π1) · ch L(π2). (17.1)

Andrerseits ist die rechte Seite von (17.1) der Charakter von L(π1(1))⊗L(π2(1)).
Es gilt also die folgende verallgemeinerte Littlewood-Richardson-Regel.
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Satz 17.3 (Verallgemeinerte Littlewood-Richardson-Regel) Für λ, µ ∈ P+

gilt
L(λ)⊗ L(µ) ∼=

⊕
η∈B(µ)
λ∗η∈Π+

L(λ+ η(1)).

Mit anderen Worten, Nν
λµ ist die Kardinalität der Menge{

π ∈ Π+

∣∣ π = λ ∗ η mit η ∈ B(µ) und η(1) = ν − λ
}
.

Littelmanns Theorie gibt auch einen kombinatorischen Beweis der Parthasarathy-
Ranga Rao-Varadarajan-Vermutung.

Satz 17.4 (PRV-Vermutung) Sind λ, µ ∈ P+ dominante ganzzahlige Gewichte
und w,w′ ∈W mit ν = wλ+ w′µ ∈ P+, so gilt Nν

λµ > 0.
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