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Diese Vorlesung richtet sich an Studierende der Mathematik und der Physik. Als
Voraussetzung geniigen solide Kenntnisse in der linearen Algebra sowie der Grund-
begriffe aus der Algebra.

Lie-Algebren treten in weiten Teilen der Mathematik und der mathematischen
Physik auf. Urspriinglich waren Lie-Algebren als , infinitesimale Gruppen“ von
Lie-Gruppen bekannt. (Der Begriff einer Lie-Algebra wurde erst in den 30er Jah-
ren von Weyl kreiert.) Es ist also naheliegend®, die Theorie der Lie-Gruppen zu
entwickeln. Viele Probleme kénnen auf solche in der technisch einfacher zu hand-
habenden Theorie der Lie-Algebren reduziert werden. Deren Losungen lassen sich
sehr oft erfolgreich in die Theorie der Lie-Gruppen zuriickiibersetzen. Wir gehen
nicht diesen Weg, sondern stellen die Theorie der Lie-Algebren an den Anfang.
Damit sie dennoch nicht vom Himmel fillt — wieso ist es interessant, Algebren zu
studieren, in denen die Identititen X% = 0 und (XY)Z + (YZ2)X + (ZX)Y =0
gelten? — habe ich in der Einleitung ein Beispiel zur Motivation vorangestellt,
bevor die eigentliche Theorie beginnt.

Zentrales Thema der Vorlesung ist die endlich dimensionale Darstellungstheorie
der halbeinfachen komplexen Lie-Algebren. Diese dsthetisch attraktive Theorie
kann als Einstieg in die Lie-Theorie dienen, eines der reichhaltigsten und faszinie-
rendsten Gebiete der Mathematik und der mathematischen Physik.

Das bekannteste Beispiel einer Lie-Algebra ist wohl der Vektorraum R? mit dem
Vektorprodukt als Multiplikation: es gelten die Identititen @ x @ = 0 sowie
(@xb) x @+ (bx &) x @+ (¢x a@) x b=0. Einige werden die Darstellungstheorie
dieser Lie-Algebra aus der Quantenmechanik kennen (Theorie des Drehimpulses).
Weiter sind Lie-Algebren in den ersten beiden Studienjahren auch in der allgemei-
nen Mechanik anzutreffen: die Poisson-Klammer in der Hamiltonschen Mechanik
versieht den Raum der C'*° Funktionen auf einem Phasenraum mit der Struktur
einer Lie-Algebra (sogar einer Poisson-Algebra).

Wie schon gesagt, die Lie-Theorie ist ein faszinierendes Gebiet, gerade deshalb,
weil so viele verschiedene Disziplinen damit verkniipft sind.

IDieser Text verwendet die alte Rechtschreibung.
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Als kleines Miisterchen fiir die Faszination, welche die Lie-Theorie auszustrah-
len imstande ist, habe ich den folgenden Notizzettel aus meiner Mittelschulzeit
gefunden.
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Von wo ich das abgeschrieben habe, weiss ich nicht mehr, vielleicht von den Feyn-
man lectures. Damals wusste ich noch nichts von Lie-Gruppen, was die “flavour
SU(3)” ist, von den Singuletts und Oktetten in 3®3* und 3®3®3 usw. Doch auch
der Laie erkennt, wie die Einsicht, Hadronen als gebundene Zustidnde von Quarks
und Antiquarks zu verstehen, zeigt, dass ein amorph scheinender Teilchenzoo eine
kristalline Ordnung in sich birgt.

Die erwdhnten Beispiele haben vielleicht den Eindruck erweckt, Lie-Theorie héitte
weniger mit Mathematik als mit Physik zu tun. Dazu kommt noch, dass die Lie-
Theorie alle moglichen Quantenfeldtheorien durchflutet. Trotzdem ist der grosse-
re Brocken der Lie-Theorie in der Mathematik beheimatet. Wesentliche Teile
der Differentialgeometrie, Analysis, Algebra, Topologie, algebraischen Geometrie,
Zahlentheorie und Kombinatorik gehoéren zur Lie-Theorie oder umgekehrt.

ETH Ziirich
September 1998 Ruedi Suter
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Kapitel 1

Allgemeines iiber
Lie-Algebren

Sophus Lie 18421899
Wilhelm Killing 1847-1923
Elie Cartan 1869-1951
Hermann Weyl 1885-1955

1 Einleitung

Die meisten Studierenden sind wohl vertrauter mit Beispielen von Lie-Gruppen
als mit solchen von Lie-Algebren.! Beispiele von Lie-Gruppen sind etwa die Ma-
trizengruppen

GLq(R) = {A € M(dxd,R) | det A # 0},
SL4(R) = {A € GL4(R) | det A = 1},
O(d) = {A € GLy(R) | ATA =1},
U(d) = {A € M(dxd,C) | A"A =1},
SU(d) = {A € U(d) | det A =1},

(R*)? = {4 € GL4(R) | A diagonal }.

Zu jeder Lie-Gruppe G gehort eine Lie-Algebra, die wir mit Lie G bezeichnen.
Nicht alle Lie-Gruppen sind isomorph zu einer analytischen Untergruppe von

IEin wichtiges Beispiel einer Lie-Algebra tritt zwar jeweils schon in der Schule auf.

1



Z L1e-Al1geDnren unda inre Parsteliungen

GL4(R). Ein Beispiel einer solchen nicht linearisierbaren Lie-Gruppe ist SEQ(R),
die universelle Uberlagerung von SLy(R). Die Existenz von nicht linearisierbaren
Lie-Gruppen ist ein globales Phénomen. Im Gegensatz dazu lisst sich jede endlich
dimensionale reelle Lie-Algebra in eine Lie-Algebra Lie GL4(IR) (fiir geeignetes d)
einbetten (Satz von Ado). Dies gilt sogar nicht nur im reellen Fall, sondern ganz
allgemein fiir endlich dimensionale Lie-Algebren iiber irgendeinem Korper (Satz
von Ado, Satz von Iwasawa).

Lie-Algebren sind technisch leichter zu handhaben als Lie-Gruppen.

Um dennoch der Hypothese betreffend die bessere Vertrautheit mit Beispielen von
Lie-Gruppen als mit Beispielen von Lie-Algebren Rechnung zu tragen, wollen wir
zuerst den Ubergang von einer Lie-Gruppe zu ihrer Lie-Algebra am Beispiel von
O(d) etwas erldutern.

1.1 Lie-Gruppe ~ Lie-Algebra (ein Beispiel)

Wir betrachten als Beispiel die Gruppe O(d) aller orthogonalen Transformationen
des euklidischen Vektorraums R? mit dem Standardskalarprodukt (z|y) := z"y.
Damit die Notation nicht allzu schwerfillig wird, identifizieren wir eine orthogo-
nale Transformation A mit ihrer Matrix beziiglich der Standardbasis von R? und
schreiben also A : x — Ax. Die Bedingung, dass A orthogonal ist, lautet

aly = (zly) = (Az|Ay) = (Az)" (Ay) =2"(ATA)y  Va,y e R%
Also ist
O(d) = {A e M(dxd,R) | ATA =1} C M(dxd,R).

Die d? Eintrige einer Matrix A = (ajx)jk=1,..a € O(d) erfiillen quadratische
Gleichungen, welche durch AT A = 1 gegeben sind. Diese Gleichungen besagen,
dass die Spaltenvektoren der Matrix A eine orthonormierte Basis von R¢ bilden.
Als Teilmenge von R%” kann O(d) als Durchschnitt der d(d + 1)/2 Hyperflichen

N

d
Zaljalkzéjk (1<] kﬁd)
=1

beschrieben werden. Weil O(d) eine Gruppe ist, ist dieser Durchschnitt nirgends
singuldr! O(d) ist eine Untermannigfaltigkeit von R,

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch die Definition einer reellen Lie-Gruppe
angefiigt.

Definition Eine reelle Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, deren Elemente die Punkte
einer C*° Mannigfaltigkeit bilden. Weiter soll dabei die Gruppenmultiplikation
G x G — @G eine C* Abbildung sein. (Die Inversenabbildung G — G ist dann
auch C*.)
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Bemerkung Dank der positiven Losung von Hilberts fiinftem Problem durch
A. Gleason, D. Montgomery und L. Zippin wissen wir, dass die C*° Bedingung
automatisch aus der Stetigkeit folgt: eine lokal euklidische topologische Gruppe
ist eine Lie-Gruppe.

Wir wollen nun anhand der Lie-Gruppe O(d) sehen, wie der Ubergang zur Lie-
Algebra Lie O(d) von O(d) vor sich geht. Ich gebe dafiir zwei Varianten.

Variante 1 Wir betrachten differenzierbare Familien

A:]-ee] — O(d) CRY
fiir ein € > 0 mit A(0) = 1. Alle Eintrige sollen also differenzierbare Funktionen
sein. Wir leiten die Bedingung A(t)" A(t) = 1 nach t ab,

A)TA®) + A(t)TA(t) = 0,
und setzen ¢t = 0 ein, _ _

A(0)T + A(0) = 0.

Die Matrix A(0) ist also antisymmetrisch. Der Vektorraum Lie O(d) ist der Vek-
torraum der antisymmetrischen reellen dxd-Matrizen.

Variante 2 Wir betrachten den Ring R[e]/(2) = R @ Re (mit 2 = 0) und eine

Matrix A = 1 4+ ¢B mit B € M(dxd,R). Welche Bedingung muss B erfiillen,

damit AT A =1 gilt? Wir rechnen
1=ATA=(1+eB")1+eB)=1+¢(B+B").

Es gilt also B+ BT = 0.

Was wir oben sowohl in der analytischen Variante 1 als auch in der algebraischen
Variante 2 ausgerechnet haben ist nichts anderes als der Tangentialraum an die
Lie-Gruppe O(d) im Punkt 1.

UBUNG 1.1 Durch welche reellen Unterrdume sind Lie U(d) C M(dxd, C), Lie SU(d) C M(dxd, C)
und Lie GLg4(R) C M(dxd, R) gegeben?

Der Vektorraum Lie O(d) der antisymmetrischen reellen dxd-Matrizen ist nicht
bloss ein Vektorraum, sondern besitzt eben die Struktur einer Lie-Algebra. Es
gibt also eine bilineare Abbildung

Lie O(d) x Lie O(d) —> Lie O(d),

welche noch gewisse Eigenschaften (wir werden sie spéiter besprechen) erfiillt. Die
gesuchte Abbildung erhalten wir wie folgt. Fiir A € O(d) betrachten wir die
Abbildung ,,Konjugieren mit A“

ca: 0O(d) — O(d) (1.1)
B+— ABA™'.
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Nehmen wir statt einer fixierten Matrix A wieder eine differenzierbare Familie
A :]—e,e[ = O(d) mit A(0) = 1, leiten ab und setzen den Parameter gleich 0, so
erhalten wir

(A(t)BA®)™) = A(0)B — BA(0).

im0

Dabei haben wir (A(t)_l)' = —A(t)"TA(t)A(t)~" verwendet, was durch Ableiten
von A(t)A(t)~ = 1 folgt. Fiir X = A(0) € LieO(d), B = 1+¢Y mit Y € Lie O(d)
lautet die infinitesimale Version von (1.1) also

ad X : Lie O(d) — Lie O(d)
Y— XY -YX.

Notation ad X(Y) =: [X,Y] Lie-Klammer.

Schliesslich wollen wir die Lie-Algebra Lie O(3) noch etwas genauer ansehen. Mit

0 —= Y1 0 —2 Y2
Al = 21 0 —x und A = 29 0 —xo
-1 1 0 —Y2 T2 0
wird
0 —(21y2 — 211) 21T — 2271
[A1, Ag] = A1 Ao —Ax Ay = T1Y2 — T2y 0 —(y122 — y221)
—(z122 — 221) Y122 — Y221 0

Die Lie-Algebra Lie O(3) ist isomorph zur Lie-Algebra R? mit dem Vektorprodukt
als Lie-Klammer: wir haben den Vektorraum-Isomorphismus

¢ :R® — Lie O(3)

T 0 —=z Y
y | — z 0 —-z|,
z —y T 0
welcher
(@ x Q) = [p0),p(@)]  VPTER’
erfiillt.

UBUNG 1.2 Zeige, dass Lie O(3) isomorph zur Lie-Algebra Lie SU(2) ist. (Die Lie-Klammer in
Lie SU(2) ist auch der Kommutator, also [X,Y] = XY — Y X.)

. . . . _ (0 1 ({0 - (1 0
Hinweis: Pauli-Matrizen o, = (1 0), Oy = (Z 0)7 Oz = (0 _1)~
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1.2 Lie-Algebra ~» Lie-Gruppe ?

Wir haben aus der Lie-Gruppe O(d) die Lie-Algebra Lie O(d) erhalten. Eine
natiirliche Frage ist, ob sich dieser Prozess umkehren ldsst. Dies ist nur teilweise
moglich. In unserem Beispiel mit Lie O(d) erhalten wir mit der Exponentialabbil-

dung
exp : LieO(d) — SO(d)

als Bild die Gruppe SO(d) der Matrizen in O(d) mit Determinante +1. Es ist klar,
dass das Bild nicht O(d) sein kann. Als topologischer Raum besteht O(d) aus zwei
Zusammenhangskomponenten, O(d) = SO(d) U A - SO(d), wobei A € O(d) eine
Matrix mit det A = —1 ist. Wir hétten das Beispiel SO(d) anstelle von O(d)
betrachten konnen. Es gilt Lie SO(d) = Lie O(d). Die Exponentialfunktion gibt
uns dann mit

exp : Lie SO(d) — SO(d)
die Gruppe SO(d) zuriick.

Im Beispiel

exp : Lie SLo(R) — SLy(R)
ist die Exponentialabbildung nicht surjektiv, obwohl SLy(R) zusammenhéngend
ist. (Nicht jedes Element in SLy(R) liegt in einer 1-parametrigen Untergruppe.)

In diesem Fall erhalten wir SLo(R) als die Gruppe, welche vom Bild der Exponen-
tialabbildung erzeugt wird.

In der Ubung 1.2 wurde gezeigt, dass die beiden Lie-Algebren Lie O(3) beziehungs-
weise Lie SO(3) und Lie SU(2) isomorph sind. Die Exponentialabbildungen geben
exp : Lie SO(3) — SO(3),
exp : Lie SU(2) — SU(2).

Aber SO(3) und SU(2) sind keine isomorphen Gruppen, denn ihre Zentren sind

nicht isomorph: es gilt Z(SO(3)) = {1}, aber Z(SU(2)) = {£1}. Immerhin gilt
SO(3) =2 SU(2)/{£1}. Ein Gruppenhomomorphismus

SU(2) — SU(2)/{x1} = SO(3)
liefert einen Homomorphismus (sogar einen Isomorphismus) von Lie-Algebren
LieSU(2) = LieSO(3).

Allgemein gibt es — wie wir mit der Notation schon angedeutet haben — einen
Funktor Lie von der Kategorie der Lie-Gruppen iiber K (K ein vollstindiger
Korper beziiglich einem nichttrivialen Absolutbetrag) in die Kategorie der Lie-
Algebren iiber K oder von der Kategorie der algebraischen Gruppen iiber irgend-
einem Korper K in die Kategorie der Lie-Algebren iiber K.
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Einige Studierende kennen die Campbell-Hausdorff-Formel. Die folgende Ubung
zéumt das Pferd zwar vom Schwanz her auf, gibt aber doch einen erhellenden
Einblick in die infinitesimale Version der Assoziativitét.

UBUNG 1.3 Es gibt eine universelle Formel fiir das Produkt exp(tV') exp(tW) (Campbell-Hausdorff-
Formel). Bis zu Termen dritter Ordnung lautet diese Formel

exp(tV) exp(tW) = exp (H(V + W) + g[v, W]+ g([v, [V, W+ W, W, V) + 0(th)). (1.2)

Schreibe
(exp(tX) exp(tY)) exp(tZ) = exp(tPy + 2Py +t3P3 + O(t4)),

exp(tX) (exp(tY) exp(tZ)) = exp(tQ1 + Q2 + t3Q3 + O(t4)).
Mit Hilfe der Formel (1.2) lassen sich die Koeffizienten Py, P, P3,Q1,Q2, Q3 durch X,Y, Z aus-
driicken. Verwende die Linearitit der Lie-Klammer sowie die Antisymmetrie [V,U] = —[U, V],
um die Identititen P; = Q; (j = 1,2, 3) zu vereinfachen.

Antwort auf die offensichtliche Frage: die Identitdten noch hoéherer Ordnung sind alle Konse-

quenzen von P3 = Q3.

2 Lie-Algebren, Grundbegriffe

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der Theorie der Lie-Algebren.

2.1 Die Kategorie der Lie-Algebren iiber einem Korper
Definition Eine Lie-Algebra iiber dem Korper K besteht aus einem K-Vektor-
raum g zusammen mit einer bilinearen Abbildung (Lie-Klammer)
[, Jrgxg—y,
so dass gilt
1) [X,X] =0 fir alle X € g (d.h. die Lie-Klammer ist alternierend),
2) [[X,Y], Z]+][Y, Z], X]+][[Z, X],Y] = O0fir alle X, Y, Z € g (Jacobi-Identitdt).

Wir werden gleich einige Beispiele anschauen. Zuerst sind noch die offensichtlichen
Bemerkungen zur Definition einer Lie-Algebra zu erwihnen.

Bemerkungen
1. Es gilt [X,Y] = -]V, X], denn
0= [X +Y, X +Y] = [X,X] + [X, Y] + [Y; X] + [V, Y] = [X, Y] + [¥; X].

Also alternierend = antisymmetrisch. Die umgekehrte Implikation gilt in
Korpern, wo 1 + 1 #£ 0, in denen man also durch 2 dividieren kann.
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2. Wegen [U, V] = —[V, U] ldsst sich die Jacobi-Identitét auch als
(XY, 2+ IV, [Z, X+ [Z,[X, Y]] = 0

schreiben und so die scheinbare Asymmetrie in der Definition aus dem Weg
raéumen.

UBUNG 2.1 Zeige, dass eine Lie-Algebra g # 0 weder ein Links- noch ein Rechts-Einselement
besitzt.

Beispiele

1) g = V ein Vektorraum mit [v,w] = 0 fiir alle v,w € V ist die abelsche
Lie-Algebra auf V. (Jede Lie-Algebra g mit dim g < 1 ist abelsch.)

2) g =R mit [5,q = 5 4.
3) g = A eine assoziative Algebra mit [a,b] = ab — ba.

4) g= K2 mit [(al, ag), (bl, bg)] = (0, albg — agbl).

Homomorphismen zwischen zwei Lie-Algebren g; und go sind Homomorphismen
zwischen den zugrundeliegenden K-Vektorrdumen, welche mit den Lie-Klammern
vertréiglich sind, also

© € Hompic(g1,92) <= ¢ € Homg(g1,92) und
P([X,Y]) = [e(X),0(Y)] VX,Y €g.

Ist g = g1 = g2, so spricht man wie in der linearen Algebra auch von einem
Endomorphismus der Lie-Algebra g.

Ein Homomorphismus von Lie-Algebren ¢ : g1 — go ist ein Isomorphismus, falls
ein Homomorphismus von Lie-Algebren 1 : go — g1 existiert mit 1 o ¢ = idg, und
po1 =idg,. Ist g = g1 = g2, so spricht man auch von einem Automorphismus
der Lie-Algebra g.

UBUNG 2.2 Es sei ¢ : g1 — g2 ein Isomorphismus der zugrundeliegenden Vektorrdume zweier
Lie-Algebren g; und g2. Ausserdem sei ¢ ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Zeige, dass

1

dann ¢ ein Isomorphismus von Lie-Algebren ist. (Zu zeigen ist, dass ¢~ ein Homomorphismus

von Lie-Algebren ist.)

Bemerkung Homomorphismen zwischen abelschen Lie-Algebren sind einfach li-
neare Abbildungen zwischen den zugrundeliegenden Vektorriumen. Die Theorie
der Lie-Algebren enthiilt also die Theorie der Vektorrdume als Spezialfall.
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Nebst Endomorphismen und Automorphismen einer Lie-Algebra g iiber K spie-
len die Derivationen eine wichtige Rolle. Eine Derivation von g ist eine lineare
Abbildung § € Endg g, welche die Leibniz-Regel erfiillt, also

§([X,Y]) = [6(X),Y] + [X,6(Y)] VXY eg.

Wir bezeichnen mit Der g oder Dergx g die Menge der Derivationen von g. Mit
91,02 € Der g ist auch [0, d2] := d10d3—32001 € Der g, d. h. Der g ist selbst eine Lie-
Algebra. (Allgemeiner bilden die Derivationen irgendeiner (nicht notwendigerweise
assoziativen) Algebra eine Lie-Algebra.)

Lemma 2.1 Es seien g eine Lie-Algebra tiber dem Kérper K und § € Derg. Fir
ANp€ K und k € Zxo gilt die Formel

k
(65— (A +p) id)" =Y (= XidY(X), (6 —pid)* (V)] VXY eq.
7=0

Ist & zusdtzlich nilpotent und hat der Kérper K Charakteristik 0, so ist expd ein
Automorphismus der Lie-Algebra g.

Beweis. Die Formel folgt sofort mit Induktion nach k.
k=0 Vv
k> 1:

(6 = (A+ p) id) “([X, Y])

>
|
—

=0-\+p 1d) (7006 =N id)Y (X), (6 = pid)* 71 (V)]

<.
Il
o

=3 {1 = X i) (), (6 i) I (V)]

+[(6 = 21y (X), (0 - pia)* I (V)] |

k
=2 (D0 =X i) (X), (6~ i) (V)]

+ 57 (5[ = N id) (X), (6 — pid)* (V)]

J=0

k
= (6 =X idy (X), (6~ id)* I (¥)].

<
I
o
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Es ist klar, dass expd = Y. 2 6% (endliche Summe, da § nilpotent) invertierbar
k>0

ist: (expd)~! = exp(—4). Wir miissen zeigen, dass expd ein Homomorphismus
von Lie-Algebren ist. Die obige Formel mit A = p = 0 liefert

(expd)[X,¥] = 3 2 84 (1X. V)

k>0

k
_ ZZ[TI! 5(X), ﬁ(sm(y)} = [(expd)X, (expd)Y].

k>0 5=0 U

Es sei g eine Lie-Algebra mit der Lie-Klammer [ , ] und ¢ € GL(g) irgendein
Automorphismus des Vektorraumes g. Im allgemeinen ist dann ¢ kein Automor-
phismus der Lie-Algebra g. Wir definieren auf g eine neue Lie-Klammer (p)[ , |
durch

(@)X, Y] = o([¢ " (X), e ' (V)]),

so dass also das folgende Diagramm kommutiert.

[ ]

gxg —
It

gxXg —> ¢
@]

Das heisst,

P (gv[ ) ]) - (97(<p)[ ) ])
ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Fiir einen weiteren Automorphismus
1 € GL(g) des Vektorraumes g gilt dann (¢¥)(@)[ , ]= o) , ]

2.2 Lie-Algebra-Strukturen auf einem Vektorraum

Eine naheliegende Methode, alle méglichen Lie-Algebra-Strukturen auf einem Vek-
torraum zu beschreiben, lidsst sich durch die Strukturkonstanten bewerkstelligen.

Definition Es sei g eine Lie-Algebra iiber dem Koérper K mit K-Basis (€;);er.
Die Zahlen ¢, € K in

[ej,ek]:Zcé-kel (J,kel)
lel

heissen die Strukturkonstanten der Lie-Algebra g (beziiglich der gewéhlten Basis).
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Proposition 2.2 Fin Vektorraum V mit Basis (e;)ic; und einer bilinearen Ab-
bildung
[, VXV —DV

ist genau dann eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer [ |, |, wenn

1) [ej,e] =0, [ej, ex] + lex, €] = 0,

2) [[ej7 ek]v el] + [[eka el]a ej] + [[617 ej]? ek] =0

fir alle 3, k,l € I gelten.

Beweis. Fiir x,y,2z € V schreiben wir

r=Y xje;, Y=y Yk€k, 2= Z€.
jerl kel lel

Wir zerlegen I x I in I x I = {(i,i)li € I} UAURA mit (j,k) € A & (k,j) € &,
zum Beispiel indem wir der Indexmenge I irgendeine totale Ordnung < geben

und dann A := {(j,k)|j < k} setzen. Aus der Bilinearitdt von [ , ] und den
Voraussetzungen 1) und 2) folgt dann

[z, 2] = [Z Lj€j, > Tk ek}

jel kel

= > a3 [ejres] + 3 wjan ([ej, ex] + [en, e5]) =0,
jeI i<k

[z,y], 2] + [y, 2], 2] + [z, 2], 9]

= ;} k;]lezlmj Yk 21 ([[eja ek]v el] + [[ekv el]v ej] + [[ela ej]a ek]) =0.

Die andere Richtung ist trivial. (I

Bemerkung Aufgrund der zyklischen Symmetrie in 2) und der Antisymmetrie
geniigt es, die Bedingung 2) nur fiir j < k& < [ zu verlangen (fiir irgendeine Wahl
einer totalen Ordnung < auf I).

Proposition 2.3 FEin Vektorraum V mit Basis (e;)ic; und einer bilinearen Ab-
bildung
[, 1 VxV—V

lej,er] =D e

lel

mit

ist genau dann eine Lie-Algebra, wenn
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VL 7 Y
1) cj; =0, +c; =0,

2) EEIC?}€ ot T CR1 Cong T e =0
m
fiir alle j,k,l,n € I gilt.

Alle moglichen Lie—Algebra—Struﬁkturen auf K¢ werden somit parametrisiert durch
die Punkte (cl,); =1 4 € K%, welche die Relationen 1) und 2) mit der Index-
menge I = {1,...,d} in Proposition 2.3 erfiillen.

Die Relationen 1) schneiden aus K¢° einen 3 (d® — d*)-dimensionalen Vektorraum
mit Koordinaten (cé»k) j<) heraus. Wir konnen also die Menge Lq(K) der Lie-

Algebra-Strukturen auf K¢ als Teilmenge von K 3(d°=d*) uffassen.
Beispiele

1. d=1: £L1(K) = 0 (1-dimensionale Lie-Algebren sind abelsch).

2. d=2: L3(K) = {(cly,c},) € K?} = K?
(die Relationen 2) folgen aus 1) im Fall d = 2).

3.d=3: £3(K) = {(C%Qa C%Qv C?Qa 0%37 0%37 05)3; C%Bv C%3a 033) € K9 | R }a wobel
R: ey +clychy — 3¢y — €35 ¢y — i ¢ + ¢l ¢y = 0 fir n = 1,2,3,
also

R: Cla Ca3 + s Cag — Cla G335 — 13 ¢33 = 0,

—Chs s+ eyl + 33l — clacly =0,

—Cl3 Cly — 33 Cly + i3 1y + 53¢l = 0.
In einer basisunabhéngigen Beschreibung entsprechen die Tupel (cék) jkler 0 Pro-
position 2.3 einem Tensor? in V* @ V*® V (Tensorprodukt iiber K), niimlich dem
Tensor zur bilinearen Abbildung [ , ]:V xV — V. Die Relationen 1) und 2)
definieren eine Untervarietét £(V) von V*@V*®@V. Die Gruppe GL(V') wirkt auf
V und damit auf V*@V*®V und liasst L(V') stabil. Die Wirkung von ¢ € GL(V)
haben wir bereits als Wirkung [ , ] — (¢)[ , ] auf den Lie-Klammern ange-

troffen. Die Menge der Isomorphieklassen aller Lie-Algebra-Strukturen auf V ist
die Menge der GL(V)-Orbits L(V)/GL(V).

2Hinweis fiir diejenigen, welche mit Tensorprodukten noch zu wenig vertraut sind: der Ab-
schnitt 7 lautet ,Einschub: Tensorprodukte von Vektorrdumen®.
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Beispiele

1. £1(K)/GL1(K) besteht aus einem Punkt.

2. L5(K)/GL2(K) besteht aus zwei Punkten.
A € GLo(K) wirkt auf L2(K) durch

A:c ia ! Ac
ic= — —— Ac.
2, det A

Diese Wirkung hat zwei Orbits, {0} und K? — {0}. Eine 2-dimensionale
Lie-Algebra ist entweder abelsch oder isomorph zur Lie-Algebra aufgespannt
von e; und eg mit der Lie-Klammer [eq, eo] = e2 (Beispiel 4) auf Seite 7).

3. Ab der Dimension d = 3 hiingt die Klassifikation der d-dimensionalen Lie-
Algebren vom zugrundeliegenden Korper ab. Die vollstéandige und irredun-
dante Liste fiir die Isomorphieklassen der 3-dimensionalen komplexen Lie-
Algebren sieht so aus:

Lie-Algebra [e1,ea] [e1,es] [e2,es)
c3 0 0 0
t2(C) x C ) 0 0
n3(C) €3 0 0
t3(C) ez extes 0
(t&/\(c))xec&w@ €2 Aes 0
sl2(C) es —eg el

2.3 Darstellungen, Ideale
Die Lie-Algebra gl(V) = End V, Darstellungen

Die assoziative Algebra End V' der Endomorphismen des Vektorraumes V' wird
(wie jede assoziative Algebra) durch

[, ] :=pop —1pogp

zu einer Lie-Algebra, welche oft auch als gl(V) bezeichnet wird. Fiir V = K¢
schreibt man auch gl,(K) := gl(K9).

Definition Eine Darstellung einer Lie-Algebra g auf einem Vektorraum V ist ein
Homomorphismus von Lie-Algebren

0:9 — gl(V).
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Jedem Element X € g wird also ein linearer Operator o(X) auf V' zugeordnet, so
dass gilt

o([X,Y])v = o(X)(e(Y)v) —o(Y)(e(X)v) VX, Y eg YoeV.

Wir werden die adjungierte Darstellung einer Lie-Algebra g noch o6fter antreffen.
Es ist dies die Darstellung

ad: g — gl(g)
Xr—adX:Y—adX(Y)=[X,Y]

Wir miissen noch verifizieren, dass ad ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist.

Die Linearitét ist klar, also bleibt die Vertréglichkeit mit den Lie-Klammern zu
iiberpriifen,

ad[X,Y] < [ad X,adY] = (ad X) o (adY) — (adY) o (ad X).

Um nachzuweisen, dass links und rechts von Z derselbe Endomorphismus von g
steht, setzen wir Z € g ein und erhalten

ad[X,Y](Z2) = [[X,Y], Z] = —[[Y, Z], X] - [[Z, X], Y]
= [X,[V, 2] - [V, [X, Z]] = ((ad X) o (ad V) — (ad V') o (ad X)) (Z).

Wir kénnen die Gleichung [[X,Y], Z] = —[[Y, Z], X] — [[Z, X], Y] auch lesen als
ad Z([X,Y]) = [ad Z(X),Y] + [X,ad Z(Y)],

d.h. adZ : g — g ist eine Derivation fiir alle Z € g. Derivationen dieser Form
heissen innere Derivationen von g.

Lemma 2.4 Fiir § € Derg und X € g gilt [§,ad X] = ad(0(X)).

Beweis. Fiir alle Y € g ist

[6,ad X](Y) = (5 0 (ad X) — (ad X) 0 6) (V)
= 5(1X,Y)) = [X,601)] = [6(X), Y] = (ad (X)) (V).

O
Sind a und b zwei Unterrdume einer Lie-Algebra g, so schreiben wir [a, b] fiir den

Unterraum, welcher von den Elementen der Form [A,B] mit A € aund B € b
aufgespannt wird. Es gilt [a, b] = [b, a].
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Definition FEine (Lie-)Unteralgebra a einer Lie-Algebra g ist ein Unterraum,
welcher [a, a] C a erfiillt. Notation: a < g.

Ein Ideal a ciner Lie-Algebra g ist ein Unterraum, welcher [g, a] C a erfiillt (d. h. ein
Unterraum, welcher unter allen inneren Derivationen von g stabil ist). Notation:
a <g. Wegen [g,a] = [a, g] sind alle Ideale zweiseitig.

Ein charakteristisches Ideal a einer Lie-Algebra g ist ein Unterraum, welcher stabil
ist unter allen Derivationen von g. Ist dann g selbst ein Ideal in s, so ist a auch
ein Ideal in s.

Die Begriffe Unteralgebra und (charakteristisches) Ideal haben die folgenden Ana-
loga in der Kategorie der Gruppen:

Lie-Algebren <~ Gruppen

Unteralgebra < Untergruppe

Ideal < Normalteiler
charakteristisches Ideal <+ charakteristische Untergruppe

So wie Normalteiler Kerne von Gruppenhomomorphismen sind, sind Ideale Kerne
von Homomorphismen von Lie-Algebren. Es sei ¢ : g3 — g2 ein Homomorphismus
von Lie-Algebren. Dann gilt

e([X, A4]) = [p(X),p(A)] = [p(X),0] =0 VX € g1,VA € kerep,
also [g1,ker ] C kerp und folglich kerp < g;. Ebenso leicht sieht man, dass

allgemeiner Urbilder von Idealen wieder Ideale sind. Weiter ist im ¢ < ga.

Beispiel Fiir ad : g — gl(g) haben wir imad = adg < gl(g). Nach Lemma 2.4
gilt ad g < Der g.

Notation Ist a < g, so konnen wir zwei verschiedene adjungierte Darstellun-
gen betrachten, ndmlich nebst der adjungierten Darstellung von a auch die Ein-
schrinkung der adjungierten Darstellung von g auf a. Gegebenenfalls verwenden
wir dafiir die Notationen

adq :a — gl(a) und adg:a— gl(g).

Ist allgemeiner s C g ein ad h-stabiler Unterraum fiir eine Unteralgebra h < g, so
schreiben wir ads : h — gl(s).
Ist g irgendeine Lie-Algebra mit einem Ideal a < g, so wird der Quotientenvektor-

raum g/a mit der Lie-Klammer

X+aY+d:=[X,Y]+a X,Yeg (2.1)
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eine Lie-Algebra. Damit (2.1) wohldefiniert ist, brauchen wir a <g. Die natiirliche
Quotientenabbildung
T:g—g/a
X+— X+a

ist dann ein surjektiver Homomorphismus von Lie-Algebren mit kerm = a. Wir
haben also die kurze exakte Folge?

0 a g g/a 0

von Lie-Algebren.

Fiir Lie-Algebren gelten die iiblichen Isomorphiesétze, welche aus
g1/ kerp X imep (2.2)

folgen, wobei ¢ : g1 — g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist.

Proposition 2.5 Fira <g und b < g haben wir einen Isomorphismus
b/(anb) = (a+b)/a.
Fira<g und b<lg mit a C b haben wir einen Isomorphismus

g/b = (g/a)/(b/a).

Beweis. Wir verwenden (2.2).

Im ersten Fall betrachten wir die kanonische Projektion g — g/a und schriinken
sie auf b ein.

Im zweiten Fall betrachten wir die Zusammensetzung der kanonischen Projektio-
nen g — g/a — (g/a)/(b/a). O

Das Produkt g1 X go zweier Lie-Algebren g; und go ist die Lie-Algebra auf dem
Vektorraum g; @ go mit der Lie-Klammer

(X1, X2), (Y1, Y2)] == ([X1, Y1), [ X2, Y2]).

Es gilt dann g; < g1 @ go = g1 X g2 (¢ = 1,2). Analog definiert man Produkte mit
mehr als zwei Faktoren.

Es seien L/K eine Koérpererweiterung und g eine Lie-Algebra iiber K. Dann
ist g ® L eine Lie-Algebra iiber L, wobei die Lie-Klammer durch die Formel
[Xl R, Xo® lg] = [Xl,XQ] ® U1l definiert ist.

3Eine kurze exakte Folge 0 — A £, B -=5 C — 0 ist charakterisiert durch kerp = 0,
imp = kere, ime = C.
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3 Auflosbare und nilpotente Lie-Algebren

Auflosbare Lie-Algebren entstehen aus einer abelschen Lie-Algebra durch eine Fol-
ge von abelschen Erweiterungen. Liegen speziell zentrale Erweiterungen vor, so
erhilt man nilpotente Lie-Algebren.

{auflosbare Lie-Algebren} D {nilpotente Lie-Algebren} O {abelsche Lie-Algebren}

Zu jeder Lie-Algebra g definieren wir zwei absteigende Folgen von charakteristi-
schen Idealen.

Kommutatorreihe oder derivierte Reihe von g
g:D()gQDng’DQgQ...
mit DPHlg = [DPg, DPg| fiir p > 0.

Absteigende Zentralreihe? von g
g=C'gD2C%g2C% D -
mit CP+2g = [g,CP*1g] fiir p > 0.

Definition Eine Lie-Algebra g heisst

o auflosbar (der Klasse < p), falls DPg = 0 fiir ein p > 0,
e nilpotent (der Klasse < p), falls CP*lg = 0 fiir ein p > 0.
Eine Lie-Algebra g ist auflésbar/nilpotent der Klasse 0 (bzw. < 1) genau dann,

wenn g = 0 (bzw. wenn g abelsch ist). Jede nilpotente Lie-Algebra ist auflosbar,
denn CP*1g D DrPyg.

Fiir auflésbare und nilpotente Lie-Algebren gibt es die folgenden beiden Standard-
beispiele.

Beispiele

1. Die Lie-Algebra by(K) < gl (K) der oberen dxd-Dreiecksmatrizen ist auf-
losbar (aber nicht nilpotent fiir d > 2).

4Es gibt auch die aufsteigende Zentralreihe von g
0=CogCCigCCagC---

mit Cpy19 C g so, dass Cpt19/Cpg = 3(g/Cpg) = {X € g/Cpg { X, Y]=0 VY € g/Cpg} das
Zentrum von g/Cpg ist.
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2. Die Lie-Algebra ny(K) < gl;(K) der oberen dxd-Dreiecksmatrizen mit Nul-
len auf der Diagonale ist nilpotent.

UBUNG 3.1 Es gelte char K = 2. Dann ist slo(K) = {X € gly(K)| tr X = 0} eine nilpotente
Lie-Algebra.

Lemma 3.1 Es sei ¢ : g1 — go ein surjektiver Homomorphismus von Lie-Alge-
bren. Dann gelten ¢(DPg1) = DPga und p(CPT1gy) = CPHig,.

Beweis. Die Behauptungen folgen mit Induktion nach p. Fiir p = 0 ist dank der
Surjektivitdt von ¢ nichts zu zeigen.

Aus p(DPgq) = DPgs folgt

©(D"g1) = ([DPg1, DPg1))
= [¢(D?a1), 9(D"g1)] = [DPg2, DPga] = D'+ ga.

Aus p(CPHlgy) = CPTlg, folgt

e(C"g1) = ¢([g1,CPg1])
= (@), o€ g1)] = [g2,C7 ' g2] = C" g, 0

Bemerkung Unteralgebren von auflgsbaren (bzw. nilpotenten) Lie-Algebren sind
offensichtlich auflésbar (bzw. nilpotent). Geméss Lemma 3.1 sind Quotienten von
auflosbaren (bzw. nilpotenten) Lie-Algebren auch auflésbar (bzw. nilpotent).

UBUNG 3.2 Es sei g eine Lie-Algebra. Dann gelten [CPg,C%g] C CPT4g und DPg C C2’g.

3.1 Der Satz von Engel

Ein grundlegendes Resultat iiber nilpotente Lie-Algebren ist der Satz von Engel,
der eine Verbindung zwischen nilpotenten Endomorphismen und nilpotenten Lie-
Algebren aufzeigt.

Satz 3.2 (Engel) Es sei o : g — gl(V) eine Darstellung der Lie-Algebra g
auf dem endlich dimensionalen K-Vektorraum V. Fir jedes Element X € g
sei o(X) € gl(V) ein nilpotenter Endomorphismus. Dann besitzt V' eine Basis,
beziiglich welcher alle Endomorphismen o(X) fir X € g durch obere Dreiecksma-
trizen mit Nullen auf der Diagonale dargestellt werden. Insbesondere ist das Bild
im ¢ eine nilpotente Lie-Algebra.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus dem folgenden Satz 3.4 durch Induktion nach
dim V. O

Der Kern von Engels Satz ist die Aussage, dass eine endlich dimensionale Lie-
Algebra g # 0, deren Elemente nilpotente Endomorphismen sind, einen gemeinsa-
men Eigenvektor (natiirlich zum Eigenwert 0) besitzt.

Wir formulieren zuerst separat ein Lemma, das wir spéter nochmals verwenden
werden.

Lemma 3.3 FEs sei X € gl(V) ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist auch
ad X nilpotent.

Beweis. Es gilt ad X = Lx — Rx mit Lx(Y) = XY (Linkstranslation) und
Rx(Y) = YX (Rechtstranslation). Die Endomorphismen Lx und Rx kommu-
tieren miteinander und sind nach Voraussetzung nilpotent. Also ist auch der
Endomorphismus Lx — Rx = ad X nilpotent. (XP™' =0 = (ad X)*"! =0.)

O

Satz 3.4 Es seip:g— gl(V) eine Darstellung der Lie-Algebra g auf dem endlich
dimensionalen K-Vektorraum V # 0. Fir jedes Element X € g sei der Endo-
morphismus o(X) € gl(V) = EndV nilpotent. Dann gibt es einen Vektor v € V,
v #£0, so, dass o(X)v =0 fiir alle X € g.

Beweis. Sowohl die Voraussetzung als auch die Behauptung betreffen das Bild
von . Wir konnen also g durch im g ersetzen und g < gl(V') annehmen.

Wir verwenden nun Induktion nach dimg. Fiir dimg = 0 (und auch dimg = 1)
gilt die Behauptung offensichtlich.

Fiir eine Unteralgebra a < g definieren wir den Normalisator von a in g,
ng(a):={X ecgladX(Ad)ca VAeca}Da,

als die grosste Unteralgebra von g, in der a ein Ideal ist.
Behauptung: a # g = a# ng(a).

Fiir A € a ist nach Lemma 3.3 auch ad A € gl(g) nilpotent. Die Unteralgebra a
wirkt folglich auch auf dem Vektorraum g/a # 0 durch nilpotente Endomorphis-
men. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektor X = X +a € g/a,
X ¢ a,mit ad A(X) =0 € g/afiir alle A € a. Somit gilt ad X (A) = —ad A(X) € a
fir alle A € a, d.h. X € ng(a). Die Behauptung ist damit bewiesen.

Es sei nun a < g eine maximale Unteralgebra mit a # g. Nach der vorherigen
Behauptung ist dann ng(a) = g, also a < g. Ein 1-dimensionaler Unterraum der
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Lie-Algebra g/a ist eine (abelsche) Lie-Unteralgebra, und ihr Urbild in g ist eine
Unteralgebra von g, welche a echt umfasst. Nach der Maximalitéitsbedingung ist
dann dieses Urbild ganz g. Also ist g/a 1-dimensional.

Wir betrachten den Unterraum
W:={veV]|Av=0 VAeca} CV.

Aus dima < dimg folgt nach der Induktionsvoraussetzung W # 0. Weiter ist
wegen a < g der Unterraum W stabil unter g, ndmlich

Acag, XegveW = AXv=XAv-I[X,AJv=0.
N——
ca

Wir wihlen nun Y € g — a. Der Endomorphismus Y € gl(V) ist nilpotent und
Y (W) C W. Es gibt also einen Vektor v € W, v # 0, mit Yv = 0. Dann gilt
Xv=0firalle X eg=a+ K Y. O

3.2 Der Satz von Lie

Ein grundlegendes Resultat iiber auflosbare Lie-Algebren ist der Satz von Lie, der
dem Satz von Engel fiir nilpotente Lie-Algebren #hnelt.

Nach Engels Satz ist eine Wilf/dtt Lie-Unteralgebra von gl;(K) isomorph zu . )
einer Lie-Unteralgebra von ng(K). A, welche aus nilpotenten Endomorphismen besteht,

Wir haben by (K) < gl;(K) als Standardbeispiel von auflgsbaren Lie-Algebren ken-
nengelernt. Es liegt also die Vermutung nahe, dass auflésbare Lie-Unteralgebren
von gl;(K) isomorph zu einer Lie-Unteralgebra von by(K) sind. Ganz so allge-
mein kann das nicht gelten. Im allgemeinen sind Endomorphismen von K¢ unter
GLg(K) nicht zu einer oberen Dreiecksmatrix konjugiert, sondern nur, wenn das
charakteristische Polynom des untersuchten Endomorphismus in Linearfaktoren
zerfallt. Dies gilt natiirlich dann, wenn der Koérper K algebraisch abgeschlos-
sen ist. Es gibt noch eine zweite Schwierigkeit, die wir durch die Voraussetzung
char K = 0 erledigen kénnen.

Satz 3.5 (Lie) Es sei g eine auflosbare Lie-Algebra iber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K der Charakteristik 0. Ist o : g — gl(V) eine Darstellung
von g auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V', so besitzt V' eine Basis,
beziiglich welcher alle Endomorphismen o(X) fir X € g durch obere Dreiecksma-
trizen dargestellt werden.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem folgenden Satz durch Induktion nach
dim V. 0
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Satz 3.6 Es sei g eine auflosbare Lie-Algebra tiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K der Charakteristik 0. Ist o : g — gl(V') eine Darstellung von g auf
einem endlich dimensionalen K -Vektorraum V #£ 0, so gibt es einen gemeinsamen
Eigenvektor von o(X) fir alle X € g.

Zum Beweis von Satz 3.6 benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.7 FEs sei g eine Lie-Algebra tiber einem Korper K der Charakteristik 0.
Weiter sei o : g — gl(V) eine Darstellung von g auf dem endlich dimensionalen
K-Vektorraum V # 0. Ferner seinen gegeben

e cin Ideal a < g,

o cin VektorveV,v#0,

e cine Abbildung x :a — K
mit o(A)v = x(A) v fir alle A € a. Dann gilt x([X, A]) =0 fir alle X € g, A € a.

Beweis. Wir kénnen die Lie-Algebra g durch ihr Bild unter g in gl(V') ersetzen
und so g < gl(V') annehmen.

Fiir X € g betrachten wir den Unterraum V; von V', welcher von den Vektoren
v, Xv,..., X" 1v aufgespannt wird. Wir erhalten eine Fahne

Es gilt dann dimV,, = n und X (V,,) C V.
Behauptung: A € a = AX'w = x(A) X*v (mod V;) fiir alle i > 0.

Dies folgt durch Induktion nach 4. Fiir i = 0 gilt die Behauptung nach Vorausset-
zung. Fiir ¢ > 0 haben wir
AX'w = AXX" o= X AX" o — [X, A Xy
H,l_/ ——
= X(A) Xi—1y ca
(mod V1) € V; nach Ind.vor.
nach Ind.vor.

= x(4) Xy (mod V;), denn X (V;_1) CV;.

Fiir A € a betrachten wir nun den Endomorphismus von V,,, welcher durch v — Av
gegeben ist. Beziiglich der Basis v, Xv, ..., X" v von V,, lautet die Matrix dieses
Endomorphismus nach der soeben bewiesenen Behauptung

x(A) *

0 | x(A)
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Es gilt also try, A = nx(A4). Fir [X, A] € a anstelle von A erhalten wir dann
try, [X, A] = nx([X, 4]). Andrerseits ist try, [X, A] = try, (XA — AX) = 0 (be-
achte, dass auch X (V,,) C V,,). Wegen n > 1 und char K = 0 (char K > dim V'
wiirde auch geniigen) ist also x ([X, A]) = 0. O

Beweis. (Satz 3.6) Wir verwenden Induktion nach dimg. Fiir dimg = 0 ist die
Aussage trivial. Wir setzen also dimg > 0 voraus. Weil g auflosbar ist, gilt

D'g=[g,g] # 9.

Es sei a C g ein Unterraum der Kodimension 1, der [g, g] enthilt. Es gilt dann
a/[g, 9] <g/[g, 9], weil g/[g, g] eine abelsche Lie-Algebra ist. Folglich ist a Jg. (Die
Eigenschaft codimga = 1 ist fiir a < g natiirlich irrelevant und wird erst spéter
gebraucht.)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektor v € V', v # 0, und eine Abbil-
dung x : a — K mit Av = x(4)v fiir alle A € a.

Wir betrachten den Unterraum
Wi={weV]|Aw=x(A)w VAeca}#0.

Nun verwenden wir Lemma 3.7 um zu zeigen, dass W stabil unter g ist.

A€o, XegweW = AXw=XAw-[X,Aw
zx(A)Xw—X([X,A])w = x(4) Xw,

d.h. XweWw.

Wir wihlen nun ¥ € g —a. Wegen Y (W) C W # 0 und weil K algebraisch
abgeschlossen ist, gibt es einen Eigenvektor v’ € W fiir Y. Der Vektor v’ ist dann
ein Eigenvektor fiir alle X eg=a+ K -Y. O

Der Satz von Lie ist falsch in positiver Charakteristik.

[::JBUNG 3.3 Es sei K ein (algebraisch abgeschlossener) Korper der Charakteristik 2. Geméss
Ubung 3.1 ist dann sla(K) nilpotent, also aufldsbar. Zeige, dass die Standarddarstellung

0:5l(K) — gly(K)

keinen gemeinsamen Eigenvektor besitzt.

UBUNG 3.4 Fiir char K = p > 0 spannen die beiden pxp-Matrizen

0 1 0

oo1 0 1 0
X=1: und Y = 2

0 0--0 1 .

1 0.0 0 0 p—1

eine 2-dimensionale, also auflésbare Unteralgebra von g[p(K ) auf. Es gibt keinen gemeinsamen
Eigenvektor von X und Y.
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4 Radikale, Halbeinfachheit

Lemma 4.1 Es sei 0 — a — g — b — 0 eine kurze exakte Folge von Lie-
Algebren. Dann ist g genau dann auflosbar, wenn sowohl a als auch b auflésbar
sind.

Beweis. Die Bemerkung nach Lemma 3.1 zeigt die eine Richtung.

Umgekehrt seien a und b auflésbar, DPa = 0 und D9 = 0. Dann ist nach
Lemma 3.1 n(D%g) = D% = 0, also D7g C kerm = ime = &£(a). Somit ist
Drtig = DPDig C DPe(a) = e(DPa) = 0. O

Die Summe zweier auflosbarer Ideale a < g, b < g ist ein auflésbares Ideal. Dies
folgt durch Betrachten der kurzen exakten Folge

0 a a+b —— (a+b)/a —— 0

mit (a+b)/a = b/(aNb) und Lemma 4.1. Die Summe aller auflésbaren Ideale in
einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist also das maximale auflésbare Ideal
von g. Es heisst das Radikal von g und wird mit rad g bezeichnet. Das Radikal ist
ein charakteristisches Ideal.

Bemerkung Lemma 4.1 mit ,,auflosbar® durch ,,nilpotent® ersetzt ist falsch. Trotz-
dem ist die Summe zweier nilpotenter Ideale wieder ein nilpotentes Ideal. Die
Summe aller nilpotenten Ideale in einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist
also das maximale nilpotente Ideal von g. Es heisst das Nilradikal von g und wird
mit nil g bezeichnet. Das Nilradikal ist ein charakteristisches Ideal.

Zur Definition einer einfachen Lie-Algebra g erwartet man die Bedingung
#{a | a < g} = 2, das heisst g # 0 und die einzigen Ideale in g sind 0 und g.
Tatséchlich hat sich die folgende Definition durchgesetzt.

Definition Eine Lie-Algebra g heisst einfach, wenn die Bedingungen dimg # 1
und #{a | a Jg} = 2 gelten.

Die 1-dimensionalen Lie-Algebren zéhlen also nicht als einfache Lie-Algebren. Von
den beiden Isomorphieklassen zweidimensionaler Lie-Algebren besteht keine aus
einfachen Lie-Algebren. Fiir eine einfache Lie-Algebra g gilt somit dim g > 3.

Die Definition einer halbeinfachen Lie-Algebra lautet wie folgt.

Definition FEine endlich dimensionale Lie-Algebra g heisst halbeinfach, wenn g
keine auflosbaren Ideale a # 0 enthélt. Mit anderen Worten, g ist halbeinfach,
wenn rad g = 0.
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Bemerkung Das letzte nichtverschwindende Ideal in der derivierten Reihe von
rad g ist ein abelsches Ideal in g. Deshalb ist g genau dann halbeinfach, wenn g
keine abelschen Ideale a # 0 enthélt.

Wir werden im Satz 5.10 zeigen, dass eine endlich dimensionale Lie-Algebra g iiber
einem Korper der Charakteristik 0 genau dann halbeinfach ist, wenn g ein Produkt
von einfachen Lie-Algebren ist.

Wir haben die kurze exakte Folge von Lie-Algebren

0 —— radg g g/radg —— 0. (4.1)

Dabei ist das Ideal rad g auflésbar, und der Quotient g/ rad g ist halbeinfach. In
der Tat, ist a ein auflésbares Ideal in g/radg, so ist das Urbild @ von a in g
ein Ideal, das rad g enthilt und das geméiss Lemma 4.1 auflésbar ist. Also gilt
a=radg und a = 0.

In einem gewissen Sinn geniigt es deshalb, nur auflésbare und halbeinfache Lie-
Algebren zu studieren. Dies ist nicht ganz korrekt, denn die Erweiterung (4.1)
ist im allgemeinen nicht trivial (d.h. g ist i.a. nicht isomorph zum Produkt der
Lie-Algebren rad g und g/ radg).

Es ist nicht leicht, alle Erweiterungen 0 — a — g — b — 0 von b mit Kern
isomorph zu a zu konstruieren. In unserem Fall mit a = rad g und b = g/ rad g liegt
jedoch eine besondere Situation vor, indem g némlich ein semidirektes Produkt
g 2 radg x g/ radg ist.

Satz 4.2 (Levi) FEs seig eine endlich dimensionale Lie-Algebra iber einem Kor-
per der Charakteristik 0. Dann gibt es eine Lie-Unteralgebra | < g, welche unter
der kanonischen Projektion g — g/rad g isomorph auf g/radg abgebildet wird.

Beweisskizze. Mit Induktion nach dimrad g reduziert man die Behauptung auf
dem Fall, wo rad g abelsch ist. Die Darstellung ad : g — gl(rad g) definiert dann
eine Darstellung g/radg — gl(rad g). Aber H?(g/rad g;radg) = 0, weil g/rad g
halbeinfach ist. (Das hat damit zu tun, dass s einfach = dims > 3.) Und
somit gibt es als Erweiterung von g/radg mit Kern isomorph zu rad g nur das
semidirekte Produkt.

Siehe auch [B1, Chap. 1 §3, exerc. 12)]. O

Bevor wir uns auf die halbeinfachen Lie-Algebren konzentrieren werden, soll zuerst
noch zur allgemeinen Information das globale Bild im Kontext der algebraischen
Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper veranschaulicht werden.
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G algebraisch
endlich

Gy zusammenhingend
abelsche Varietat

G1 linear (oder affin)
halbeinfach
reduktiv | G2 auflésbar

Torus

G's unipotent

1

Beispiele Fiir G = O(n, C) ist Gg = SO(n, C) eine Untergruppe vom Index 2. Es
gilt ganz allgemein Lie G = Lie Gy.

Beispiel fiir eine abelsche Varietét ist eine elliptische Kurve (eine abelsche Va-
rietéit der Dimension 1). Abelsche Varietéten sind projektive Varietéten, und als
Gruppen sind sie abelsch. Lie(Go/G1) ist eine abelsche Lie-Algebra.

Fir G; = GL,(C) ist G = C* - 1 die Gruppe der skalaren Diagonalmatrizen.
Der halbeinfache Quotient GL,(C)/C* -1 = PGL,(C) ist in diesem Fall (unter
der Voraussetzung n > 2) einfach. Weiter ist dann G3 trivial, d.h. GL,(C) ist
reduktiv.

Fur
a11 G122 a3 ai4
. a21 @G22 Q23 Q24
G = 0 0 as3  Gas S GL4((C)
0 0 a43 a4
ist
o 0 a3 aisa 1 0 a3 au
B 0 o a3 aog _ 0 1 a3 az
G2 = 0 0 B8 0 und - Gy = 0 0 1 0
0 0 0 J6] 0 0 0 1

Es gilt G1/G2 = PGLy(C) x PGL2(C) und G1/Gs = GL3(C) x GL2(C). Die
Lie-Algebra von einem Torus ist abelsch, und die Lie-Algebra einer unipotenten
algebraischen Gruppe ist nilpotent.
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5 Invariante Bilinearformen, Cartans Kriterium

Definition Es seien o; : g — gl(V;) (i = 1,2) zwei Darstellungen einer Lie-
Algebra g iiber dem Korper K. Eine Bilinearform b : V3 x Vo — K heisst invariant,
wenn gilt

b(o1(X)v1,v2) 4+ b(v1, 02(X)v2) =0 VX € g, Yoy € Vi, Vop € Va. (5.1)
Beispiel Fiir g = LieO(d) = {X € M(dxd,R) | X + X7 = 0} und mit der
Standarddarstellung o1 = g2 : g — gl;(R) = M(dxd,R) ist die Bilinearform

b:RYx R — R
(v1,v2) — vag
invariant: fir X € Lie O(d) gilt
(Xv1) Tva +v] Xvg =] X Twg 4+ v] Xvg = —v] Xvg 4 v] Xva = 0.

Damit ist wohl auch klar geworden, weshalb wir sagen, die Formel (5.1) definie-
re eine invariante Bilinearform. In unserem Beispiel ist die Bilinearform b das
Standardskalarprodukt auf R?, und dieses ist invariant unter der Gruppe O(d),
némlich

b(A’Ul, A’Ug) = b(vl,vg) VA e O(d), V’Ul,’UQ S R<. (52)

Fir A =1+¢X € O(d,R[e]/(e?)), also mit X € LieO(d) und 2 = 0, ist dann
die Formel in (5.2) dquivalent zu

b(XUl,’UQ) + b(vl,ng) =0.

Definition Es sei g eine Lie-Algebra iiber dem Korper K. Eine Bilinearform
b: gxg — K heisst invariant, wenn sie im Sinn der vorherigen Definition invariant
ist, wobei 91 = p2 = ad. Eine invariante Bilinearform b : g x g — K ist also
charakterisiert durch

b([Y,X],Z) +b(X,[Y,Z])) =0 VXY, Ze€g
oder

b([X, Y], Z) = b(X, Y, Z)) VX,Y,Z € g. (5.3)

Bemerkung Aufgrund dieser letzten Charakterisierung (5.3) heisst eine invariante
Bilinearform manchmal auch assoziativ.



L1e-Algenren unda inre Parsteliungen

Fiir eine Darstellung ¢ : g — gl(V') in einem endlich dimensionalen K-Vektorraum
V erhalten wir die symmetrische Bilinearform

bp:gxg— K
(X,Y) — tr(o(X) 0 o).

Die folgende Rechnung zeigt, dass b, invariant ist.

bo(ad X(¥). Z) + by (¥, 0d X (2)) = tr(o(IX. Y]) 0 o(2)) + tr(o(Y) o o((X. 2]))
= tr([o(X), (Y)] ( ) +tr(e(Y) o [o(X), 0(Z)])
= tr(e(X) o 0(Y) 0 0(2)) — tr(o(Y Q(X)OQ(Z))
+itr(o(Y)oo(X)ope Z)—tr( )oo(Z)o (X)) =0.

Definition Die Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g iiber
dem Korper K ist die symmetrische invariante Bilinearform

K:gxg— K
(X,Y)— tr(ad X cadY).

UBUNG 5.1 Bestimme die Matrix der Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra durch

ihre Strukturkonstanten beziiglich einer Basis.

Lemma 5.1 FEs seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra und a<g ein Ideal.
Dann stimmt die Einschrinkung der Killing-Form von g auf a x a mit der Killing-
Form von a iiberein.

Beweis. Wir zerlegen g als Vektorraum in g = a®a. Fiir A € a und X € g haben
die Endomorphismen adg A, adg X € gl(a @ a) die Blockformen

_ f(adg Ak _ fads Xk
adgA( 0 0) und ang< 0 *>

Es gilt folglich
tr(adg A oadg X) = tr(ads A o adq X)

fiir alle A € a und X € g (also insbesondere fiir X € a). O

Lemma 5.2 FEsseib: gxg— K eine symmetrische invariante Bilinearform. Ist
a < g ein Ideal in g, so ist auch der Orthogonalraum von a beziiglich b

Li={Xeg|bX,Y)=0 VY €a}

ein Ideal in g.
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Beweis. Zuerst eine Bemerkung zur Symmetrie: sie hat zur Folge, dass
{XGg}b(X,Y)zO VYGa}:{Xég}b(Y,X):O VYéa}.

Wir miissen dann also nicht zwischen Links- und Rechts-Orthogonalraum beziiglich
b unterscheiden. Statt Symmetrie zu fordern, geniigt dazu auch die Bedingung
b(X,Y) = A(b(Y, X)) fiir eine Involution A : K — K.

Fiir Z € g und X € a* haben wir fiir alle Y € a
b([Z,X],Y) :b(Z, [X,Y]) ¥xx = Db(Z,]Y,-X]) = Db(|Z,Y],-X) = 0,
XX¥

also [Z, X] € a*. O

UBUNG 5.2 Esseib: g x g — K eine symmetrische vollstindig invariante Bilinearform, d. h.
b(6(X),Y) +b(X,6(Y)) =0 VX,Y € g, ¥ € Derg.

Zeige: Ist a ein charakteristisches Ideal in g, so auch at, wobei a+ der Orthogonalraum von a
beziiglich b ist.

Lemma 5.3 Die Killing-Form einer endlich dimensionalen Lie-Algebra g ist voll-
stindig invariant.

Beweis. Fiir § € Derg und X € g gilt nach Lemma 2.4 [§,ad X] = ad §(X).
Folglich haben wir fiir alle § € Derg und X,Y € g

[6,(ad X) o (adY)] = (ad§(X)) o (adY) + (ad X) o (ad 6(Y))
und somit, weil die Spur eines Kommutators verschwindet,
0=tr[d, (ad X) o (adY)] = (0(X),Y) + r(X,8(Y)),

d. h. k ist vollstéindig invariant O

Die Jordan-Zerlegung eines Endomorphismus ist aus der linearen Algebra bekannt.
Wir rekapitulieren die Jordan-Zerlegung in der folgenden Proposition.

Proposition 5.4 (Jordan-Zerlegung) Es seiV ein endlich dimensionaler Vek-
torraum tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Fir jeden Endomor-
phismus ¢ € Endg V' gibt es einen halbeinfachen Endomorphismus @s und einen
nilpotenten Endomorphismus ¢y in Endg V' mit psopn = @nops und ¢ = @s+@n.
Die Endomorphismen ¢s und ¢, sind durch diese Eigenschaften eindeutig be-
stimmt. Es gibt Polynome ps(T),pn(T) € T - K[T] (also ps(0) = 0 = py(0))
s0, dass s = ps(ip) und on = pu(p).


suter
Typewritten Text
xxx

suter
Typewritten Text
xxx = b(Z,[Y,-X]) = b([Z,Y],-X) = 0,
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Korollar 5.5 Es sei ¢ = s + ¢n € Endg V' wie in Proposition 5.4. Sind dann
A C B CV Unterraume mit o(B) C A, so gilt ps(B) C A und pn(B) C A.

Beweis. Fiir p(T) € T - K[T] gilt p(p)B C A. O

Lemma 5.6 FEs seienV ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und ¢ € Endc V
ein Endomorphismus mit Jordan-Zerleqgung ¢ = @5 + ¢ .-

a) Gilt dann tr(p oPs) =0, so ist ps = 0, d. h. ¢ nilpotent.

b) Es gibt ein Polynom q(T) € T - C[T] mit @5 = q(ps)-

Beweis. Es sei v1,...,vq eine Basis von V, welche aus Eigenvektoren von ¢
besteht: ¢s(v;) = A; v;. Der Endomorphismus @5 ist natiirlich durch gs(v;) = \; v;
definiert.

d d
a) 0=tr(pods) = S NAi+tr(pnods) =D N2 = M= =Xg=0.
i=1 S— i=1

=0, denn ¢, 0 Py = P 0 ¢y ist nilpotent
b) Die Interpolationsformel von Lagrange liefert ein Polynom ¢(7") mit ¢(0) =0
und ¢(\) =N (i =1,...,d).
U

Lemma 5.7 Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum dber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper. Der Endomorphismus X € gl(V') habe die Jordan-
Zerlegung X = Xs + Xy,. Dann ist ad X = ad Xg + ad X, die Jordan-Zerlegung
von ad X.

Beweis. Es gilt ad X = ad Xs + ad X, und [ad X;,ad X,,] = ad[X, Xy] = 0.
Weiter wissen wir nach Lemma 3.3, dass ad X, nilpotent ist. Es bleibt zu zeigen,
dass ad X halbeinfach ist. Dazu wéhlen wir eine Basis v1,...,v4 von V', welche
aus Eigenvektoren von X, besteht: Xqv; = A\;jv;. Dann ist (Ejg)jr=1,.,4 mit
E,,v; = 6;j vg, eine Basis von gl(V'), welche aus Eigenvektoren von ad X besteht:

adXs(Ejk) = (/\k — )\]) Ejk. (54)
O
Das folgende Kriterium von E. Cartan iiber auflosbare Lie-Algebren ist der Schliis-

sel fiir einige wichtige Eigenschaften von halbeinfachen Lie-Algebren. Der Beweis
dieses fundamentalen Kriteriums benutzt die Sétze von Lie und Engel.
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Satz 5.8 (Cartans Kriterium) Es seiV ein endlich dimensionaler Vektorraum
iber einem Kérper K der Charakteristik 0. Fir eine Lie-Unteralgebra g < gl(V)
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) g ist auflosbar.
(ii) tr(XY)=0 VX eg, VY €g,9].

Beweis. Wir diirfen annehmen, K sei algebraisch abgeschlossen, denn andernfalls
ersetzen wir V durch V®@x K (K ein algebraischer Abschluss von K) und g durch
g ®x K. Die Aussagen (i) und (ii) bleiben dabei erhalten. Wir diirfen sogar
annehmen, dass K = C gilt (Lefschetz-Prinzip).

(i) = (ii) Nach dem Satz von Lie kénnen wir g mit einer Lie-Unteralgebra von
baim v (C) identifizieren. Dann ist [g, g] eine Lie-Unteralgebra von ngip, v (C). Fiir
X € baimv(C) und Y € ngim v (C) gilt tr(XY) = 0. Damit gilt auch tr(XY) =0
fiir alle X e gund Y € [g, g].

(ii) = (i) Wir zeigen, dass jeder Endomorphismus X € [g, g] nilpotent ist. Nach
dem Satz von Engel ist dann [g,g| eine nilpotente Lie-Algebra und folglich g
auflosbar.

Es sei also X € [g,g] < gl(V) mit Jordan-Zerlegung X = X + X,,. Zu zeigen ist
Xs = 0. Nach Lemma 5.6 a) miissen wir die folgende Behauptung beweisen.

Behauptung: Es gilt tr (XZ) =0.

N
Wegen X € [g, g] konnen wir schreiben X = 3" [¥;, Z;] mit Y}, Z; € g. Dann ist

Jj=1

N N
(X)) = Y615, 40%0) = (% [, Yi)).

€ ad X,(g)

und wegen (ii) gilt tr(Xz) = 0, falls ad X,(g) C [g,0] (was a priori nicht klar
ist, denn wir wissen nicht, ob X € g gilt). Um die Inklusion ad X(g) C [g, g] zu
zeigen, beobachten wir zuerst, dass nach der Formel (5.4) ad X5 = ad X und dann
nach Lemma 5.7 ad X5 = (ad X)s gelten. Laut Lemma 5.6 b) gibt es ein Polynom
q(T) € T - C[T] mit (ad X)s = g((ad X)s). Weiter ist (ad X)s = ps(ad X) fiir ein
Polynom ps(T) € T - C[T]. Zusammengesetzt ergibt dies ad X = ¢(ps(ad X)) =
(ad X) o r(ad X) fiir ein Polynom r(T') € C[T]. Also gilt ad Xs(g) C [g, g]- O

Satz 5.9 Fine endlich dimensionale Lie-Algebra g iiber einem Kdérper der Cha-
rakteristik 0 ist genau dann halbeinfach, wenn ihre Killing-Form nicht ausgeartet
15t.
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Beweis. Zuerst sei die Lie-Algebra g halbeinfach, also radg = 0. Wir setzen
vi={Xeg|rXY)=0 VWegl=g"<g (5.5)

und betrachten die Lie-Algebra adgt < gl(g). Laut der Definition (5.5) gilt
tr(ad XoadY) = 0 fiir alle X € tund Y € g (also insbesondere auch fiir Y € [, t]).
Damit ist nach Cartans Kriterium ad, ¢ eine auflgsbare Lie-Unteralgebra von gl(g).

Aber ady ist injektiv, denn kerady = 3(g) <radg = 0. Also ist v = adgt ein
auflosbares Ideal, und folglich gilt ¢ C rad g = 0.

Umgekehrt sei die Killing-Form von g nicht ausgeartet. Wir zeigen, dass fiir jedes
abelsche Ideal a<dg gilt k(a, g) = 0. (Ubrigeuns spielt die Charakteristik des Koérpers
fiir diese Richtung keine Rolle.)

Fiir X € aund Y € gist im(ad XoadY’) < a, und somit im(ad XoadY)? =0, daa
ein abelsches Ideal ist. Der Endomorphismus ad X ocad Y ist also nilpotent, woraus
tr(ad X oadY’) = 0 folgt. Damit ist x(a, g) = 0 gezeigt. Da nach Voraussetzung x
nicht ausgeartet ist, muss a = 0 gelten, d. h. g ist halbeinfach. O

Satz 5.10 Eine halbeinfache Lie-Algebra g tiber einem Koérper der Charakteri-
stik 0 ist isomorph zu einem Produkt von einfachen Lie-Algebren. Genauer: Es
gibt eindeutig bestimmte einfache Ideale s1,...,5, g mit g =51 D -+ D 5.
Beweis. Fiir ein Ideal a < g ist gemiiss Lemma 5.2 auch der Orthogonalraum a*
von a beziiglich der Killing-Form ein Ideal in g.

Behauptung: Das Ideal a N at < g ist auflosbar.

In der Tat, wir zeigen, dass aNa® abelsch ist. Die Restriktion der Killing-Form &
von g auf (aNat) x (aNat) verschwindet. Fiir A, B € anat und X € g gilt

H([A,B],X) = /<;(A, [B,X]) =0,
canat

also [aNat,anat] C gt. Nach Satz 5.9 gilt aber g* = 0, und somit ist a N a*
abelsch.

Weil g halbeinfach ist, haben wir dann a N at = 0. Weiter ist nach Satz 5.9
dim a+dim a*+ = dim g. Zusammen gibt dies die Zerlegung g = a®a’. Ausserdem
ist [a,at] C anat = 0. Esgilt also g = a x at. Mit g sind auch a und a*
halbeinfach (andernfalls wire die Killing-Form auf mindestens einem der Faktoren
a oder a' ausgeartet, also auch auf g ausgeartet). Die Behauptung folgt nun mit
Induktion nach dim g.

Zur Eindeutigkeit: Es sei s < g ein einfaches Ideal. Dann ist 0 # [s,g] <s, also
[s, 8] = s. Andrerseits haben wir

[579] = [5751] DD [575n]7
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also s = [s,s;] = s; fiir ein j und [s,s;] = O fiir k # j. O

Der néchste Satz 5.12 liefert eine prézise Beschreibung der Derivationen einer
halbeinfachen Lie-Algebra iiber einem Korper der Charakteristik 0. Wir geben
dafiir zwei Beweise.

Lemma 5.11 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra tiber einem Korper
der Charakteristik 0. Weiter sei a<lg ein halbeinfaches Ideal. Dann gilt g = a®at,
und at ist die Kommutante® von a in g.

Beweis. Die Restriktion der Killing-Form von g auf a ist nach Lemma 5.1 die
Killing-Form von a. Diese ist nicht ausgeartet, da a halbeinfach ist. Weil ana* <a
ein abelsches Ideal ist, gilt anat = 0. Es gilt daher g = a® a’. Ferner ist gemiiss
Lemma 5.2 mit a auch a' ein Ideal in g. Also gilt g = a x a*. Schliesslich ist
wegen 3(a) = 0 die Kommutante von a gleich a. O

Satz 5.12 Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra idiber einem Korper der Cha-
rakteristik 0. Dann gilt Derg = adg, d.h. alle Derivationen von g sind innere
Derivationen.

Beweis. Wir wissen (Beispiel auf Seite 14), dass adg < Derg gilt. Ausserdem
ist ad g isomorph zu g, also halbeinfach. Wir wenden nun das vorangegangene
Lemma 5.11 auf die Lie-Algebra Der g an. (Wegen Derg C Endg g ist klar, dass
mit g auch Der g endlich dimensional ist.)

Das Orthogonalkomplement von ad g in Der g ist gleich der Kommutante von ad g
in Der g. Wir zeigen, dass diese Kommutante verschwindet.

Fiir 6 € Der g in der Kommutante von ad g haben wir (Lemma 2.4)
ad(6(X)) =[0,ad X] =0 VX €g.

Also gilt 6 = 0. O

Proposition 5.13 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra, deren Killing-
Form nicht ausgeartet ist. Dann gilt Der g = ad g.

Beweis. Es sei § € Der g. Wir betrachten die lineare Abbildung

g— K
X — tr((ad X) 0 6).

5Die Kommutante (oder der Zentralisator) einer Teilmenge S einer Lie-Algebra g ist die
Unteralgebra {X € g | [X,Y] =0 VY € S}.
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Weil die Killing-Form « nicht ausgeartet ist, gibt es ein Element D € g mit
k(X,D) = tr((ad X) o) fiir alle X € g.

Wir wollen zeigen, dass die Derivation € := 6 — ad D verschwindet. Nach Kon-
struktion gilt tr((ad X) oe) = 0 fiir alle X € g. Nun rechnen wir

k(e(X),Y) =tr((ade(X))oadY)
= tr([e,ad X]oadY) (nach Lemma 2.4)
=tr(co(ad X)o (adY) — (ad X) oc o (adY))
=tr(fad X,adY]oe) = tr((ad[X,Y])oe) =0 VX,V eg.

Es gilt also € = 0, und somit ist § = ad D. O

Als Korollar zu Proposition 5.13 und Satz 5.9 folgt nochmals Satz 5.12.

6 Cartan-Unteralgebren

Um einen Einblick in die Struktur der endlich dimensionalen Lie-Algebra g zu
gewinnen, betrachten wir die adjungierte Darstellung ad : g — gl(g) und schriinken
sie auf eine Unteralgebra b ein. Bei geeigneter Wahl von b liefert diese Darstellung
ad : h — gl(g) wertvolle Informationen iiber die Struktur der Lie-Algebra g.

Fir H € gund ) € K sei
arx(H):={X €g|(adH — Xid)"X =0 fiir geniigend grosses n} (6.1)

der verallgemeinerte Eigenraum von ad H zu A. Falls der Korper K algebraisch
abgeschlossen ist, gilt
9= @ ax(H).

AEK
Lemma 6.1 [gx(H),g,(H)] C gayu(H).
Beweis. Dies folgt aus der Formel im ersten Teil von Lemma 2.1 fiir 6 = ad H. [J
Insbesondere ist go(H) eine Unteralgebra von g.

Notation Fiir jede Funktion « : h — K auf einer Teilmenge h C g definieren wir
den Durchschnitt der verallgemeinerten Eigenrdume g, g (H) (6.1) fiir alle H € b

Ga = ﬂ ga(H)(H)' (62)
Heh
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Wir nennen « ein Gewicht, falls g, # 0 gilt. Der Unterraum g, heisst dann
Gewichtsraum zum Gewicht «. Auch falls o kein Gewicht ist, ist es manchmal
bequem, g, = 0 missbriauchlicherweise als Gewichtsraum zum Gewicht « zu be-
zeichnen.

Proposition 6.2 Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra tiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper K und h < g eine nilpotente Unteralgebra.
Fiir jede Funktion o : h — K sei der simultane verallgemeinerte Eigenraum g,
gemdss der obigen Notation (6.2) definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) b C go, [0 8acn(H)] S gacmy(H), [5,8a] € go und [ga, 85] C ga+s-

b) g= @ Ja-

ah—K
Die folgenden Aussagen gelten unter der zusdtzlichen Voraussetzung char K = 0.

¢) ga #0 = a €b* und a([h,h]) =0.
d) Fir Hq,Hs € 4 gilt die folgende Formel fiir die Killing-Form:

K(Hy, Hy) = Y (dimga) a(Hy) o( Ha).
aeh*

Beweis. Der Teil a) gilt auch ohne die Bedingung, dass der Kérper K algebraisch
abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung ist h nilpotent. Fiir alle H, X € h gilt also

0=[H,....,[H,X]...] = (ad H)"X
n

fiir geniigend grosses n. Folglich ist h C go. Die anderen Behauptungen in a)
folgen nun aus Lemma 6.1.

Bekanntlich ist die Summe in b) direkt. Wir miissen noch zeigen, dass die Summe
der simultanen verallgemeinerten Eigenrdume ganz g ausschopft. Dies folgt aus
a): wir fixieren H; € b und zerlegen g in verallgemeinerte Eigenrédume von ad Hi,

g= @ So(m,) (H1).

a(H1)eEK

Jeder Summand g, (g, ist stabil unter adh. Wir fixieren Hy € h und zerlegen
jeden verallgemeinerten Eigenraum g,(g,)(H1) in verallgemeinerte Eigenrdume
von ad Hs,

Ga(ry(H)) = @ Gagm) (H1) N gas,) (Ha).
a(Hz)eK
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Jeder Summand go (g, )(H1)N@a(m,) (H2) ist stabil unter ad h. Wir fixieren Hz € b
usw. Wegen dim g < oo gibt es Hy, ..., H,, € b so, dass sich die Zerlegung

g= P - B () ew)H))

a(H1)eK a(Hn,)EK j=1

nicht mehr weiter verfeinern liasst: auf jedem nichttrivialen Durchschnitt
m
() 9ac;) (H;)
j=1

hat jeder Endomorphismus ad H fiir H € h einen einzigen Eigenwert o(H).

Teil ¢) folgt aus dem Satz von Lie. Fiir alle o : h — K gibt es eine Basis von g,
beziiglich welcher alle Endomorphismen adg, H fiir H € b durch obere Dreiecks-
matrizen der Form
a(H) *
dim g, .
0 alH)

dargestellt werden. Die Behauptung, dass o € b* fiir g,, # 0, folgt dann aus der
Linearitdt der Abbildung adg,. Die andere Behauptung in Teil ¢) und der Teil d)
sind dann auch klar. O

Proposition 6.3 Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra und h < g
eine nilpotente Unteralgebra. Dann gilt genau dann § = ng(h), wenn wir mit der
Notation (6.2) die Gleichheit h = go haben.

Beweis. Wir zeigen, dass sich go C g selbst normalisiert. Fiir X € ng(go) gilt fur
jedes H € h C gg
(ad H)X = —[X, H] € go,

also (ad H)"X = 0 fiir geniigend grosses n. Somit ist X € go. Fiir h = go gilt also
b =ng(h).

Falls h # go, so betrachten wir die Quotientendarstellung der adjugierten Darstel-
lung von h auf go/h. Gemiss dem Satz von Engel gibt es ein Element X € go — b
mit [X, h] C b, also X € nyg(h) — h. Damit ist also h # ng(h). O

Es scheint also zweckmaéssig, nilpotente Unteralgebren zu studieren, die sich selbst
normalisieren.

Definition Eine Cartan-Unteralgebra b einer Lie-Algebra g ist eine nilpotente
Unteralgebra von g, deren Normalisator in g mit § tibereinstimmt, h = ng(h).
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Beispiele

1) Ist g nilpotent, so ist g selbst die einzige Cartan-Unteralgebra von g. (Fiir
a < g mit a # g gilt ng(a) # a, wenn g nilpotent ist.)

2) Fir g = gly(K) = M(dxd, K) bilden die Diagonalmatrizen eine Cartan-
Unteralgebra.

3) Fir g = gly(K) = M(2x2,K) bilden die Matrizen der Form (_‘; 2) eine
Cartan-Unteralgebra.

4) Jeder 1-dimensionale Unterraum der reellen Lie-Algebra Lie SO(3) ist eine
Cartan-Unteralgebra.

A priori ist nicht klar, ob zu g eine Cartan-Unteralgebra existiert. Und wenn eine
existiert, wie eindeutig ist sie? Fiir eine endlich dimensionale Lie-Algebra g iiber
K lassen sich unter sukzessiv stidrkeren Voraussetzungen die folgenden Aussagen
zeigen.

e Ist K unendlich, so besitzt g eine Cartan-Unteralgebra.
e Gilt char K = 0, so besitzen alle Cartan-Unteralgebren dieselbe Dimension.

e Gilt char K = 0 und ist K algebraisch abgeschlossen, so sind alle Cartan-
Unteralgebren zueinander konjugiert, und zwar unter der Gruppe, welche
von den Automorphismen exp(ad X) fiir X € g mit ad X nilpotent erzeugt
wird.

Man beachte, dass die Cartan-Unteralgebren in den Beispielen 2) und 3) mit d = 2
und K = R nicht zueinander konjugiert sind.

Die Endomorphismen ad X fiir X € g sind singulér (falls g # 0). Wir schreiben
das charakteristische Polynom von ad X als

dim g
det(ad X — T'id) = ) a;(X) 17,
§=0

Dabei sind die Koeffizienten a;(X) polynomiale Funktionen in X € g.

Definition Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra iiber einem unend-
lichen Koérper. Der Rang rk g von g ist definiert als die minimale Dimension eines
verallgemeinerten Eigenraumes von ad X zum Eigenwert 0, wenn X iiber g lauft,
also

rk g := min{dim go(X) | X € g}.

Die Menge der reguliren Elemente g*°® von g ist definiert als

g% :={X € g | dimgo(X) =rkg}.
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Ein Element X € g ist also genau dann regulir, wenn die algebraische Vielfachheit
von 0 fiir ad X minimal ist. Die Teilmenge g*¢ C g ist nichtleer und (Zariski-)-
offen, denn die Bedingung dim go(X) > rk g lisst sich durch das Verschwinden der
polynomialen Funktion a,k4(X) ausdriicken.

Beispiele

1) g ist genau dann nilpotent, wenn g8 = g gilt.

2) sl5(C)°8 = {X € sl5(C) | det X # 0} = sl3(C) — N, wobei N C sl3(C) den
Kegel der nilpotenten Matrizen bezeichnet: fiir X = (‘;‘ _g ) gilt

=T = B
det(ad X —Tid)=| =28 2a-T 0 = T3 +4(a* + py)T.
2y 0 —2a—T

UBUNG 6.1 Bestimme gl,(C)*e8.

Proposition 6.4 Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra tiber einem un-
endlichen Korper K. Fir H € g*8 ist go(H) eine Cartan-Unteralgebra von g.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehmen, dass K
algebraisch abgeschlossen ist. Andernfalls sei K ein algebraischer Abschluss des
Korpers K. Es gelten die folgenden Aussagen.

e | ist eine Cartan-Unteralgebrain g <= h® K K ist eine Cartan-Unteralgebra
ingRg K.
—\ reg

e Hege < H®le (@ K)

Wir zeigen zuerst, dass go(H ) nilpotent ist. Geméss Lemma 6.1 definiert fiir A € K
jedes Element X € go(H) einen Endomorphismus

adg, () X : ga(H) — ga(H).

Fiir X = H kennen wir die Eigenwerte. Fiir jedes A € K* mit gx(H) # 0 gibt es
eine offene Teilmenge Uy C go(H) mit H € Uy und so, dass die Eigenwerte von
adg, (gyx von 0 verschieden sind.

Eigenwerte von ady, gy X | Eigenwerte von adg, gy X
X=H 0 A
X el 7& 0
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Weil H regulér ist, gilt dimgo(X) > dimgo(H). Fir X e U := (] U, ist
AEK*
ax(H)#0
also adg, gy X nilpotent. Wegen @ # U C  go(H) ist dann adg, ) X fiir alle
offen

X € go(H) nilpotent. Damit ist nach dem Satz von Engel go(H) eine nilpotente
Lie-Algebra: fiir n:= dimgo(H) und Xq,...,X,, € go(H) gilt

0=adX;o---oadX, € gl(go(H)),
also [X1,...,[Xn, X]...] =0 fiir alle X5,..., X, X € go(H).

Nun zeigen wir noch, dass sich go(H) selbst normalisiert. Fiir X € ng(go(H))
schreiben wir X = >~ X, mit X, € gx(H). Es gilt dann

AEK
go(H) 3 adX(H) =Y adXy(H) =Y —adH(X)),
AeK AEK
S g)\(H)
i.e.ad H(Xy) =0 fiir A # 0, also X = 0 fir A # 0. Damit ist X = X € go(H).

O

7 Einschub: Tensorprodukte von Vektorridumen

Wir werden spéter Tensorprodukte von Darstellungen benotigen. Vorerst begniigen
wir uns mit Tensorprodukten von Vektorrdumen. Sie lassen sich dann spéter leicht
mit zusétzlichen Strukturen ergénzen.

7.1 Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen
Das Tensorprodukt V @ W (genauer V @ x W) zweier K-Vektorrdume V und W
ldsst sich folgendermassen beschreiben:
VeWw.:.=U/R.
Dabei ist U der K-Vektorraum mit Basis V' x W,
U= @ K- (v,w),
(v,w)eVXW
und R ist der Unterraum, welcher von den Elementen
(0,0) + (0, w0) — (0 + 0 w)  (u,0 €V, we W),
veV,wuw eW),

(v,w) + (v,w") — (v, w4+ w') (
(Av,w) — (v, Aw) weV,weW, e K), (7.1)
(A, w) — A+ (v,w) weV,weW, e K)
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erzeugt wird. Das Bild des Basisvektors (v,w) € V x W C U im Quotienten
U/R=V ®W wird mit v ® w bezeichnet.

Die kanonische Abbildung 8: V x W — V@ W, (v,w) — v ® w, ist K-bilinear.
Diese Abbildung ist universell im folgenden Sinn. Ist v : V x W — U irgendeine
K-bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum U, so gibt es genau eine K-lineare
Abbildung v : V® W — U mit v = 7o . Als kommutatives Diagramm sieht dies
wie folgt aus.

VW —Lsvew

‘31
\ ; v
~

U

Lemma 7.1 Zwei lineare Abbildungen f : Vi3 — Vo und g : W7 — Wy zwischen
K -Vektorraumen induzieren eine lineare Abbildung

fRg:VieoW, — VoW,

> Oy V@ W — > avw f(v) ® g(w).
(U,U})EV1><W1 (U,U})EV1><W1

Beweis. Wir haben V4 @ Wi = Uy /R; und Vo @ Wo = Us/Rs, wobei Uy, Ry,
U und R die offensichtlichen Bedeutungen haben. Es gibt natiirlich eine lineare
Abbildung f X g : Uy — Us, welche als die K-lineare Fortsetzung der Abbildung
(v,w) = (f(v), g(w)) definiert ist.

Weil f und g lineare Abbildungen sind, gilt fXg(R;) C Re. Damit induziert fXg
eine lineare Abbildung f ® g: U1/R1 — Uz/Ra. O

Bemerkung Die Beschreibung der Abbildung f ® g in Lemma 7.1 als

> oy U @ W — > Ay [(v) ® g(w)
(’U,’LU)EVl X W1 (v,w)Elewl

(mit @y € K und ayy, # 0 nur fiir endlich viele Paare (v, w) € V4 x Wy) hétten
wir auch kurz als

v@wr— f(v) ® g(w)

notieren kénnen, da die Abbildung nach Voraussetzung linear ist. In Zukunft soll
diese abgekiirzte Schreibweise verwendet werden.

Lemma 7.2 Es seien (v;)icr und (w;);es Basen der K-Vektorrdume V und W.
Dann ist (v; @ w;) @ jyerxs eine Basis von V@ W.
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Beweis. Alle Vektoren v € V und w € W kénnen wir als Linearkombinationen

v = > a;v; und w = ) b;jw; schreiben. Es gilt dann aufgrund der Relatio-
i€l JEJ
nen (7.1)

VRW = Z a;bj (v; ® wy). (7.2)
(i,j)eIxJ

Dabei ist a; # 0 nur fiir endlich viele ¢ € I und b; # 0 nur fur endlich viele j € J,
also a;b; # 0 nur fiir endlich viele (4,5) € I x J. Weil die Elemente der Form
v ® w den Vektorraum V ® W erzeugen, bilden gemiss Gleichung (7.2) auch die
Vektoren (v; ® w;) i j)erxs ein Erzeugendensystem fiir den Vektorraum V @ W.

Wir miissen zeigen, dass die Vektoren (v; ® wj);, j)erxs linear unabhéngig sind.
Dazu betrachten wir die linecaren Abbildungen v} : V. — K (fur ¢ € I) und
wi : W — K (fiir j € J), welche durch

’U;‘(Uz‘/) = (i,i/ S I) und w;f(wj/) = 5jj/ (j,j/ S .])
definiert sind. Es gelte

>, aiy (v @wyr) = 0.
(.41 ETx T

Dann ist fiir alle (i,5) € I x J

O:vi*@w]*( Z (o (Uil ®wjf)> = Qi (1®1),
(&,5")eIxJ

also a;; =0, denn 1®1 # 0. Schreiben wir K@ K =U/RmitU = @ K-(z,y),

z,yc K
so erfiillen die Elemente
Z Qzy (J), y) eR
z,yc K
die Relation ) agyzy =0. Also ist (1,1) ¢ R und somit 1 ® 1 # 0. O

z,yeK

Fiir K-Vektorraume U, V, W und Familien von K-Vektorrdumen (V;)icr, (W;) e
haben wir die folgenden kanonischen Isomorphismen von K-Vektorrdumen.

UeV)eW=2U (VeW), (W@v)@w— u® (vew),
VoW=2WaV, VW wRW,

(@ Vi) ® (@ Wj) = D Vie Wi, (vi)ier ® (wj)jeJ = (v ® wj)(i,j)eIxJ~
icl jEJ (i,5)eIxJ

Der letzte dieser Isomorphismen formuliert Lemma 7.2 um.
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UsuNG 7.1 Sind (V;);er und (W;)jes zwei Familien von K-Vektorrdumen, so ist die kanonische
Abbildung

(il;ll Vl) ? (jI;[J Wj) - (i,j)I;[IXJ Vi@

(vi)ier ® (wy)jeq — (Vi @ W) j)erx

injektiv aber im allgemeinen nicht surjektiv.

7.2 Tensorprodukt von Familien von Vektorraiumen

Fiir eine Familie (V;);er von K-Vektorrdumen definiert man das Tensorprodukt

Q V; als Quotient des K-Vektorraumes mit Basis [[ V; modulo dem Unterraum

;Ielilt den evidenten Relationen. !

Fiir I = {i} konnen wir Q) V; mit V; identifizieren, und fir I = @ ist Q V; = K

der Grundkérper. Fiir V;e:I V mitiel={1,...,n} schreiben wir V®;LEI: R Vi.
i€l

7.3 Tensoralgebra

Wir definieren zu jedem K-Vektorraum V eine (graduierte) assoziative K-Algebra

mit 1, die Tensoralgebra
o0

T(V):=EPver.
n=0
Die Elemente vom Grad n sind Tensoren der Form v; ® - -- ® v, € V®", und das
Produkt ist auf die evidente Art definiert, ndmlich fiir homogene Elemente durch

(MO @Up, W1 Q@ QW) V1 @ QU QWL ® @ Wy

Manchmal ist es niitzlich, die soeben definierte Tensoralgebra durch eine universel-
le Eigenschaft zu charakterisieren. Die Elemente vom Grad 1 in T'(V) kénnen wir
mit dem Vektorraum V identifizieren. Wir erhalten so die Inklusion V —— T'(V').
Ist A irgendeine assoziative K-Algebra mit 1 und V' - A eine K-lineare Abbil-
dung, so gibt es genau einen Homomorphismus von assoziativen Algebren mit 1
von der Tensoralgebra T'(V') nach A, welcher a erweitert. Als kommutatives Dia-
gramm geschrieben sieht das so aus:

Ve——T(V)

x‘ 3a
:
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7.4 Aussere und symmetrische Potenzen

Die n-te dussere Potenz A"V und die n-te symmetrische Potenz (D" V des
K-Vektorraumes V' sind Quotienten von V&m,

N'V = V®”/<v1 R QR vy |vi = v; fiir ein Paar (4, j) mit ¢ 7éj>

O"V = V®n/<vl®"'®’l}i®vi+1®"'®Un—U1®"'®Uz‘+1®vi®"'®vn>
Das Bild von v; ® - - - ®@ v, € V®™ unter der kanonischen Projektion V&" — A"V
wird mit v; A --- A v, bezeichnet. Das Bild von v; ® --- ® v, € VO™ unter der

kanonischen Projektion V®" — ()" V wird nicht etwa mit v; ® - - ® vy, sondern
einfach mit vy - - - v,, bezeichnet.

Statt A" V findet man in der Literatur auch die Bezeichnungen Alt" V oder etwas
exotischer (Z) Ebenso wird ()" V oft als Sym™ V oder S™V bezeichnet. Als

Pendant zur Bezeichnung (Z) fiir Alt"™ V' konnte man ((‘:L)) fir " V verwenden.
Fiir jede Permutation o € &,, gelten die Formeln
Vo(1) N+ AUg(n) = sign(o) vy A=+ Awy
und
Ug(1) " Vo(n) = V1" Up.

Ist (ei)ier (I eine total geordnete Indexmenge) eine Basis von V, so sind

(e Avv-Aei,) eine Basis von A"V

i< <ip
und
(s -- 'ein)i1<---<i eine Basis von (" V.
Die direkten Summen
AV = @/\"V:T(V)/(v@vh} evV)
n>=0
QV .= @QHV:T(V)/(vl ® v — v @1 |v1,v2 €V)

n=0

sind assoziative Algebren mit 1 (mit den evidenten Multiplikationen), die dussere
Algebra von V und die symmetrische Algebra von V.

8 Die universelle Einhiillende

Wir haben bereits gesehen, dass jede assoziative Algebra auch die Struktur einer
Lie-Algebra trigt. Die Lie-Klammer ist dabei durch [a,b] := ab — ba gegeben.
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Jeder Lie-Algebra g kénnen wir eine assoziative Algebra mit 1 zuordnen, ndmlich
die universelle Einhiillende $g.

g oder genauer g — $lg ist wie folgt charakterisiert.

e ilg ist eine assoziative Algebra mit 1.
e . ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren.

e Fiir jeden Homomorphismus von Lie-Algebren g —= A, wobei A eine asso-
ziative Algebra mit 1 ist, gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : {g — A
von assoziativen Algebren mit 1 so, dass das Diagramm

g—ng
23!(5

~

A

©

kommutiert (universelle Eigenschaft).

Der Funktor i : g +— g ist also links-adjungiert zum Funktor, der einer
assoziativen Algebra A die Lie-Algebra A zuordnet.

Homags (Ug, A) = Homy,ie(g, A).

Aus der Definition folgt sofort die Eindeutigkeit von g bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. A priori ist jedoch nicht evident, dass eine solche universelle Einhiillende
von g existiert. Wir zeigen die Existenz, indem wir Ug explizit konstruieren,
némlich

Ug =T(g)/1.
Dabei ist I das zweiseitige Ideal, welches von den Elementen XY -Y X —[X, Y]

fir X,Y € g erzeugt wird. Und g — g ist die Zusammensetzung der Inklusion
g — T(g) mit der kanonischen Projektion T'(g) — T'(g)/I = ig.

Proposition 8.1 g — g erfillt die universelle Eigenschaft.

Beweis. Es sei g 2, A ein Homomorphismus von Lie-Algebren von g in eine
assoziative Algebra mit 1. Nach der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra
ldsst sich die lineare Abbildung ¢ eindeutig zu einem Homomorphismus

T(g) % A

von assoziativen Algebren mit 1 erweitern. Wegen ¢(I) = 0 faktorisiert ¢ via Llg.
(I
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Der Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt ist ein Struktursatz fiir die universelle Ein-
hiillende.

Satz 8.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Es seig= @ K -X; eine Lie-Algebra iber
i€l

dem Korper K, wobei I eine total geordnete Indexmenge ist. Fir jede schwach

aufsteigende Folge J = (ji,...,Jn) von Elementen von I (also j1 < -+ < jn)

setzen wir Xj = Xj, ... X;, € Ug (dabei ist Xy = 1). Dann gilt

Ug=(PK - Xy,
J

wobei J diber alle schwach aufsteigenden Folgen J = (j1,...,jn) von Elementen
von I lduft.

Beispiel Fiir slo(K)=K-F® K- H @ K - F bilden
1,F,H,E,F? FH,FE,H? HE,E? F3 F?H, ...

eine Basis von ig.

Bemerkungen

1. Als Korollar zum Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt folgt, dass der Homomor-
phismus ¢ : g — g injektiv ist.

2. Falls g abelsch ist, haben wir {g = () g. Wenn g nicht abelsch ist, so ist das
Ideal I = (X @Y -Y® X — [X,Y]|X,Y € g) nicht homogen und folglich
$lg = T'(g)/I nicht graduiert, sondern bloss filtriert.
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Kapitel 11

Strukturtheorie

Von nun an bezeichnen wir mit g # 0
eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra.

9 Waurzelraumzerlegung

9.1 Waurzelrdume und Wurzelsysteme

Es sei b eine Cartan-Unteralgebra von g. Dann zerfillt g in die direkte Summe

g:b@@ga-

acd

Dabei ist h = go der Gewichtsraum zum Gewicht 0, und & ist die Menge der
Gewichte verschieden von 0,

®:=d(g,h) :={aech” — {0} | ga #0}.

Die Elemente von ® heissen Wurzeln, ® heisst Wurzelsystem, und fiir o € ® heisst
9o der Wurzelraum zur Wurzel a.

Wir wissen nach dem Beweis der Proposition 6.2, dass beziiglich einer geeigneten
Basis von g, alle Endomorphismen adg,, H fiir H € h durch Matrizen der Form

o(H) k
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dargestellt werden. Wir werden sehen, dass * = 0 gilt. Fiir o = 0 bedeutet
dies insbesondere, dass die Cartan-Unteralgebra b abelsch ist. Fiir o € ® werden
wir dann zeigen, dass der Wurzelraum g, 1-dimensional ist. Als Zwischenresultat
zeigen wir (in Lemma 9.4) zuerst dim [gq, g—o) = 1.

Proposition 9.1 Es sei by eine Cartan-Unteralgebra von g und

g:b@@ga

acd

die zugehorige Wurzelraumzerlegung.

a) a, € U{0} mit a+0#0 = go L g, d.-h. k(ga,938) =0.
b)) aed® = g, L b

¢) Die Restriktion der Killing-Form von g auf go X §—q und insbesondere  x b
ist nicht ausgeartet.

d) aed = —aecd.

e) Hehmito(H)=0YVaed® — H=0.

f) Die Cartan-Unteralgebra Y ist abelsch.

g)

H e bh = ad H ist halbeinfach. Fiir X € g, gilt dann also
[H,X]=«a(H)X.
h) span® = ph*.
Beweis.

a) Fir X € go und Y € gg haben wir nach Proposition 6.2 a)

(ad X 0adY)"(g,) C Gn(argyy =0 ¥y e @U{0}

fiir geniigend grosses n. Der Endomorphismus ad X o adY € gl(g) ist also
nilpotent. Es gilt somit x(X,Y) = 0.

b) folgt aus a) mit S = 0.

)
c) folgt aus a), da k nicht ausgeartet ist.
d) folgt aus c).

)

e) Nach der Formel in Proposition 6.2 d) haben wir x(H,h) = 0, also H = 0
nach c).
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f) Nach Proposition 6.2 ¢) gilt a([h, h]) =0Va € ®, also [h, h] = 0 nach e).

g) Wir betrachten die Jordan-Zerlegung ad H = (ad H)s + (ad H)y.
Behauptung: (ad H)s ist eine Derivation von g.
Fir X € go, Y € gg mit o, § € @ U {0} rechnen wir
[(ad H). X, Y] + [X, (ad H).Y]
= [a(H)X,Y] + [X,5(H)Y]
— (ot B)(H) [X,Y] = (d H)[X,Y]  (da[X,Y] € gass).
Wegen Derg = adg (Satz 5.12) gibt es S € g mit (ad H)s = ad S. Weiter
haben wir [S, §] = (ad H)s(h) = 0. Das Element S liegt also im Zentralisator

cg(h) C ng(h) = h. Es gilt folglich ad(H — S) = (ad H)n, und fir « €
haben wir dann o(H — S) =0, also H = S nach e).

h) folgt aus e).
O

Lemma 9.2 Ist o € ® eine Wurzel und sind X € go, Y € g_ und H € b, so ist
[X.Y] €Y, und es gilt die Formel

k(H,[X,Y]) = a(H) K(X,Y). (9.1)

Insbesondere ist [go, §—a] # 0.

Beweis. [X,Y] € go—a =80 =b.
/@(H7 [X, Y]) = K([H,X],Y) = /{(a(H) X,Y) =a(H)k(X,Y).

Weil k auf g, X g—o nicht ausgeartet ist, gibt es X1, € gio mit £(Xa, X_o) #0.
Dann ist [ga;8—a] 3 [Xa, X—a] # 0, nach der Formel (9.1). O

Lemma 9.3 Ist « € ® eine Wurzel und sind X € go, Y € g_o mit [X,Y] # 0,
so gilt o([X,Y]) #0.

Beweis. Fiir jede Wurzel g € ® ist der Unterraum

5= @ 9B+na

neE”Z

stabil unter ad X und ad Y.
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Wir formen die Spur des Kommutators um.

0 = tr[ads X,ad; Y] = tr(ad, [X,Y])

——
€h
=" dimggina - (8 +na)([X,Y])
= (dims) -8([X,Y]) + M - o([X,Y]).
£0

Aus o([X,Y]) = 0 folgt also B([X,Y]) = 0 fiir alle Wurzeln 8 € ®. Nach Proposi-
tion 9.1 e) ist dann [X, Y] = 0, was der Voraussetzung widerspricht. Es gilt daher
o([X,Y]) #0. 0

Lemma 9.4 Ist a € & eine Wurzel, so gilt dim [go, g-a] = 1.

Beweis. Wir wissen bereits aus Lemma 9.2, dass dim [g,, g—o] > 1 ist. Fiir die
umgekehrte Ungleichung verwenden wir Lemma 9.3, wonach [gq, g—o] Nkera =0
gilt. ([ga,g-a] =span{[X,Y]| X € go, Y € g_a}.)

dim [ga, g—a) = dim([ga, g—a] + ker @) + dim([ga, g—a] Nker o) — dim kerov < 1.
—_———
<dimbh =rkg =0 =@tkg) -1 O

WEeil die Killing-Form eingeschriankt auf b x h nicht ausgeartet ist, haben wir den
Isomorphismus

h* = b
/\'—>h,\

charakterisiert durch x(H, hy) = AM(H) fiir alle H € b.

Lemma 9.5 Ist « € ® eine Wurzel und sind X € g, Y € g_o mit k(X,Y) =1,
so gilt [X,Y] = hq.
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Beweis. Nach Lemma 9.2 ist x(H, [X,Y]) = «(H) fir H € b, also [X,Y] = hq.
O

Lemma 9.6 Fiir a € ® gilt £(ha, ha) # 0.

Beweis. Wir schreiben h, = [X,Y] mi

t g und x(X,Y) =1
gemiss Lemma 9.5. Dann ist £(hq, ha) = a(hq

€ g-a
o([X,Y]) # 0 nach Lemma 9.3.
(]

Definition Die Kowurzel oder duale Wurzel H, = oV zur Wurzel o € & ist

definiert als )

Hy =a"=—F—
T T i hay ha)

ha € 1.

Proposition 9.7 Fiir jede Wurzel a € ® gilt dimg, = 1 und dim g,, = 0 fir
n e Z)Q.

Beweis. Wir wihlen X1, € gy, mit [X,, X_,] = Hy. Wegen a(H,) = 2 ist
dann [H,, X,] =2 X, und [H,, X_,] = —2X_,. Der Unterraum

s:=CX_,®CH,® @ Ina

n€Ls,
ist stabil unter ad X, und ad X_,. Wir formen die Spur des Kommutators um.
0=tr [ad5 X, ads X,a] = tr(ad5 [XQ,X,Q])
=tr(ads Hy) = 2(—1+0+dimga + Zn%),

n>2
- S Z>O

woraus die Behauptung sofort folgt. O
Zusammen mit Proposition 6.2 d) erhalten wir das néchste Korollar.

Korollar 9.8 Fir Hy, Hy € by gilt die folgende Formel fir die Killing-Form:

K(Hy, Hy) =Y a(Hy)a(Hy) =Y Kk(Hi, ha) 5(Ha, he).
acd acd

Als niichstes Ziel wollen wir weitere Eigenschaften von Wurzelsystemen entdecken.
Bis jetzt wissen wir, dass ® C h* — {0} eine endliche Menge ist, fiir die ® = —
gilt, und dass aus a,c- o € ® mit ¢ € Z folgt ¢ = £1.
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Sobald wir geniigend viele FEigenschaften von Wurzelsystemen gesammelt haben,
werden wir abstrakte Wurzelsysteme axiomatisch definieren, natiirlich so, dass
das Wurzelsystem zu einer Cartan-Unteralgebra h C g die Axiome eines ab-
strakten Wurzelsystems erfiillt. Umgekehrt 14sst sich aus einem (endlichen, re-
duzierten) abstrakten Wurzelsystem eine halbeinfache Lie-Algebra g mit einer
Cartan-Unteralgebra § konstruieren, deren Wurzelsystem zum vorgegebenen ab-
strakten Wurzelsystem isomorph ist. Weiter ist dabei die halbeinfache komplexe
Lie-Algebra g bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Um tiefer in die Struktur von ® hineinzusehen, benttigen wir etwas Darstellungs-
theorie von sl3(C).

9.2 Endlich dimensionale Darstellungstheorie von sl,(C)

Wir wollen zuerst die Wurzelraumzerlegung von sly(C) beziiglich der Cartan-
Unteralgebra der Diagonalmatrizen angeben. Mit

=) =) r=( o)

[H E|=2E [H F|=-2F [E,F]=H.

haben wir

Zur Cartan-Unteralgebra h = CH lautet die zugehorige Wurzelraumzerlegung von
5[2 ((C)
slp(C) =CH & CE ¢ CF.

Die beiden Wurzeln sind +a : h — C, wobei H +— +2.

Es sei g : slo(C) — gl(V) eine Darstellung. Fiir v € V und X € sl3(C) schreiben
wir zur Abkiirzung Xv fiir o(X)v.

_ HEv=(A+2)Ewv,
Lemma 9.9 Hv=X v A€ C) = { HFv=(\—2)Fu.

Beweis.
HEv=[H,Elv+ EHv=2Ev+ EAv=(A+2)Ev

und analog fiir F. O

Definition Ein sly-Tripel in g ist ein Tripel (H, E, F') von Elementen in g — {0}
mit [H,E|=2F, [H,F|=—-2F und [E,F] = H.

Notation Fiir eine Wurzel a € ® bezeichnen wir mit 5[§a) die zu sl3(C) isomor-
phe Unteralgebra

515 = (90, 0] B 00 © 0 _a
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von g (siehe Lemma 9.4 und Proposition 9.7). Dann haben wir ein sly-Tripel
(HavXa;Xfa) mit X1 € g+a-

Bemerkung Das Element H, € h ist dabei eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt

H_, = —H, fiir die entsprechenden Elemente in 5[(2_@ = 5[(2@. Die Elemente

X4, sind nicht eindeutig bestimmt, denn fiir t € C* ist auch (Hy,t Xo,t 1 X_,)
ein slo-Tripel.

Lemma 9.10 Es sei (H, E,F) ein sla-Tripel in g. Firn € Z>o gelten dann die
folgenden Identitdten in ilg.
[H,E"] = 2n E"
[H,F"] = —2n F"
[E.F"]=nF" "(H-n+1)=n(H+n-1)F""
[F,E"] =nE" '(—H—-n+1)=n(—H+n—-1)E""*

(2 NN )
— = D =

—_ o~ =~ =
© © v ©o

Beweis. Die Identitdten (9.2) und (9.3) und damit auch die Identitéiten rechts in
(9.4) und (9.5) sind klar. Die Identitét (9.4) gilt fiir n = 0, und fiir n > 0 folgt
mit Induktion

[E,F"] = [E,FIF" '+ F[E,F*'| =HF" '+ F(n— 1)F" *(H —n+2)
=2 - F" '+ F"'H4+ (n - 1) F"'H - (n—1)(n —2) F"*
=nF" Y H -n+1).

Schliesslich folgt (9.5) aus (9.4), denn mit (H, E, F) ist auch (—H, F, E) ein sly-
Tripel. (Il

Bemerkung Fir E = (8 (1)) € slp(C) C M(2x2,C) gilt natiirlich E? = 0 in der
assoziativen Algebra M(2x2,C). In U(slz(C)) ist jedoch E? # 0. Die Darstel-
lungstheorie von M(2x2; C) ist dquivalent zu jener des Kérpers C. Hingegen ist
die Darstellungstheorie von slz(C) viel reichhaltiger.

Es seien V' # 0 ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und p : sla(C) — gl(V)
eine Darstellung. Dann besitzt der Operator o(H) einen Eigenvektor, das heisst
Hv := p(H)v = A fiir einen Skalar A € C und einen Vektor v € V—{0}. Die von 0
verschiedenen Vektoren v, Ev, E?v, ... sind gemiiss Lemma 9.9 Eigenvektoren von
H (d.h. von o(H)) zu den Eigenwerten A\, A+ 2, A +4, ..., also linear unabhéngig.
Wegen dim V' < oo gibt es einen Index k mit E*v # 0, aber E**1y = 0. Nach
einer allfilligen Umbenennung haben wir folgende Situation erreicht: es gibt einen
Vektor v € V — {0} und eine Zahl A € C mit

Hv=\v und Ev=0. (9.6)
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Wir nennen einen Vektor v € V' — {0}, der (9.6) erfiillt, einen primitiven Vektor
zum Gewicht A fiir die Darstellung sly(C) — gl(V).

Lemma 9.11 Es sei v ein primitiver Vektor zum Gewicht X fiir eine Darstellung
5(C) — gl(V) mit V # 0 und dimV < oo. Fir n € Zxo definieren wir die
Vektoren v, 1= % F™ und v—_1 := 0. Dann gelten die folgenden Formeln.

Huv, = (A =2n)v, (9.7)
Ev,=A—-n+1) v, (9.8)
Fo,=(n+1)vp41 (9.9)

Beweis. Die Formel (9.7) folgt aus (9.3), und (9.9) gilt definitionsgemiss. Fiir
(9.8) verwenden wir EF"™v = [E, F"|v. Mit der Identitéit (9.4) erhalten wir dann

Bvn = 3 EF"v = 5yn F"H(H —n+ 1)v
= (nfll)! F' 'A=n+1v=A-n+ 1) vp—1.

O

Proposition 9.12 Es sei v ein primitiver Vektor zum Gewicht \ fiir eine Dar-
stellung slo(C) — gl(V) mit V # 0 und dimV < oco. Weiter nehmen wir an, dass
V = U(sl(C))v ist. Dann gilt A= (dimV') — 1.

Beweis. Wir verwenden die Notation von Lemma 9.11. Die von 0 verschiedenen
Vektoren vy, v1,va, ... sind gemiss (9.7) linear unabhéingig. Weil V endlich di-
mensional ist, gibt es also einen Index d mit vy # 0 und vg11 = 0. Nach der
Formel (9.8) fiir n = d+ 1 gilt dann A = d. O

Wir haben also die folgende schematische Darstellung einer irreduziblen Darstel-
lung von sl3(C) auf einem (d + 1)-dimensionalen Vektorraum:

E E E E E
Cvgl - Cuo

— (C’UQ pCvl —_—

F&Hj&r FgFgFQHj

0. *0

Dabei heissen E Aufsteigeoperator und F Absteigeoperator. Die Eigenwerte von
H sind die ganzen Zahlen

d,d—2,d—4,...,—d+2,—d.
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Umgekehrt kénnen wir fiir d € Zx eine (d + 1)-dimensionale irreduzible! Darstel-

lung
d
sly(C) — gl (@ (Cvn>
n=0

definieren mit v_1 := 0, vg41 := 0 und
Hv,, = (d —2n)v,,
Ev,=(d—-n+1)v,_1,
Fv,=n4+1)vy1.

Eine konkrete Realisierung erhalten wir als @d C?, wobei mit C? die Standard-
darstellung von sly(C) gemeint ist. Identifizieren wir ((1)) € C? mit einer Variablen

x und ((1)) € C? mit einer Variablen y, so gelten
Hx =z Ex=0 Fz =y
Hy=-y PEy=z Fy=0,
und wir kénnen die Derivationen H, FF und F schreiben als

0 0 E:x(‘) 0

x&‘x y&‘y dy yax

Der symmetrischen Potenz @d C? entsprechen dann die komplexen Polynome in
z und y, welche homogen vom Grad d sind.

H(z"y") = (d —n) 2z """ He + na®"y" 'Hy = (d — 2n) 2% "y"

E(z®™y") = (d —n) 2"y " Er + na® "y " By = nat Tyl

F(z®"y") = (d —n) 2 """ Fr + nad "y 'Fy = (d — n) 2 "1yt
Mit v, := (i) x4="y" finden wir die gewiinschten Formeln

Huv, = (d—2n) vy, Ev,=(d—-n+1)v,_1, Fo,=n4+1)v,41.

9.3 Ein Automorphismus

Fiir eine Wurzel o € ® und ein sly-Tripel (Hy, Xo, X_4) in der Unteralgebra
5[(2@ < g mit X4, € g1 definieren wir fiir ¢ € C* den Automorphismus

0u () := exp(adtX,) o exp(ad —t ' X _,) o exp(ad tX,) € GL(g).

Wir wollen zuerst nachrechnen, wie 0, (t) auf der Cartan-Unteralgebra b wirkt.
Fir H € kera gilt [H, X1,] =0, also 0,(t)H = H. Durch direktes Nachrechnen
findet man 6, (t)H, = —H,.

IEine Darstellung o : g — gl(V) ist 4rreduzibel, wenn V # 0 und V/ C V ein Untervektorraum
mit o(g)V' C V' = V' =0oder V' =V.
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UBUNG 9.1 Verifiziere, dass Oa(t)Ho = —Hq gilt.

Insbesondere ist 9@(75)‘,]2 = idy. Wegen a(H,) = 2 gilt die Formel

ba(D)], = 0a(D)], -5 — b
H+— H— o(H) H,.

Proposition 9.13 Fiir o, 8 € ® gilt 0,(t)gs = 95— (8,0v) o

Beweis. Es seien Xg € gg und H € h. Weil 0,(t) ein Automorphismus der
Lie-Algebra g ist, konnen wir wegen 0, (t)>H = H und 6,(t)H € b schreiben
[H,0.(t)X 3] = 0a(t)[0a(t)H, Xs] = B(0a(t)H) a(t) X5
= ﬂ(H —o(H) Ha) 0a(t)Xp = (5 - B(Ha) a) (H) 0a(t) X
Also liegt ea(t)Xg in 98-B(Ho) o = 98—(8,aV) a- Somit gilt Ha(t)gg - 95—(8,aV) as

und die Gleichheit folgt, weil 6, (t) ein Automorphismus ist und die Wurzelrdume
(es gilt B — (B,a") a # 0) 1-dimensional sind. O

Korollar 9.14 o, € ® = s,(8) := 68— (3,a¥)a € ®.

Damit haben wir eine weitere Eigenschaft des Wurzelsystems & gefunden: die
Gruppe, welche von den Spiegelungen (s, )qca erzeugt wird — diese Gruppe heisst
Weylgruppe —, lasst ® invariant.

In unserer Sammlung fehlt noch eine kristallographische Eigenschaft von Wurzel-
systemen, die wir aus der Darstellungstheorie von slz(C) erhalten.

9.4 Weitere Eigenschaften eines Wurzelsystems

Fiir o, € ® definiert die Einschrinkung der adjungierten Darstellung eine Dar-

stellung von 5[&“) auf P gg+na = D  98+nae mit f—qao,f+pa € ®. Fir
nez —q<n<p

([ = ta erhalten wir nichts Neues, aber fiir 3 # +a liefert die Darstellungstheorie
von sl3(C) weitere Erkenntnisse tiber die Struktur von ®.

* B(Ho) = (8,a") € Z

Dies ist die gesuchte kristallographische Eigenschaft. Ausserdem folgt aus der Dar-
stellungstheorie von sly(C) nochmals die Invarianz von ® unter der Weylgruppe.

e f+nacdfirne{—q,...,p}
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e (—qa)(Hs)=—(B+pa)(Hs) = B(Ha)=q—p

Wir sehen auch, dass aus o, 3,a + 8 € © folgt [ga, 98] = Ga+s ([ga,gﬁ] C Gat8s
[Xa,gg] 75 0, dimgaJrﬁ = 1).

Notation Mit hr bezeichnen wir den reellen Unterraum der Cartan-Unteralgebra
b, welcher von den Kowurzeln H, = o aufgespannt wird.

Proposition 9.15 Die Einschrinkung der Killing-Form auf den reellen Vektor-
raum hr X bhr ist ein Skalarprodukt auf hgr.

Beweis. Fiir o € ® ist a(H) € R, also k(H,H) = Y, a(H)? > 0 fir H € bg
acd
nach Korollar 9.8. Wenn x(H, H) = 0 ist, so haben wir a(H) = 0 fiir alle « € P,

also H = 0 nach Proposition 9.1 e). g

9.5 Chevalley-Basis

Fiir jede Wurzel o € ® kénnen wir ein sly-Tripel (Hy, Xo, X_o) wihlen. We-
gen H_, = —H, ist dieses System von sly-Tripeln miteinander kompatibel: mit
(Huoy Xoy X_o) ist auch (H_,, X_n, Xo) ein slo-Tripel. Wir haben dann

g:b@@CXa und h:Z(CHa,

acd acd

Fiir a, 8 € ® gelten die Formeln

[H,H'] =0 fix H,H' €y
[H,X,] = a(H) X, fir Heb
0 falls a + 5 ¢ U {0}
[Xa, Xg] = ¢ Ha falls a + 35 =0

Nopg Xats falls a4+ € ®

fiir gewisse Nqog € C*.

Die Elemente H, € b sind eindeutig bestimmt, aber X, kénnen wir durch t, X,
ersetzen, solange tot_o = 1 gilt. Aus der Zahl N, wird dann fzi‘; Nqg. Durch
geeignete Wahl der (X, )acao kann man erreichen, dass alle Zahlen N,3 ganz sind.
Zusétzlich kann auch noch eine Basis der Cartan-Unteralgebra b so gewahlt wer-
den, dass alle Strukturkonstanten ganzzahlig sind. Chevalley verwendete eine
solche Chewvalley-Basis dazu, die Chevalley-Gruppen zu konstruieren. So konnte
er damals die Liste der bekannten endlichen einfachen Gruppen wesentlich aus-
dehnen.
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Wir gehen nicht weiter auf die Existenz einer Chevalley-Basis ein. Wer etwas mehr
itber die Zahlen N,g lernen mochte, kann die folgende Ubung l6sen.

UBUNG 9.2 Fiir a, 8,7 € ® paarweise linear unabhingige Wurzeln mit a + 8 + v = 0 gilt
Nog _ _ Npy Nya

t(hy, hy) B t(hasha) B “(hﬁvh,@) )

10 Abstrakte Wurzelsysteme

In diesem Abschnitt 16sen wir uns von den Lie-Algebren und definieren abstrakte
Wurzelsysteme. Zuerst sei daran erinnert, was eine Spiegelung ist.

Definition Es seien V' # 0 ein reeller Vektorraum und o € V — {0}. Eine
Spiegelung lings « ist ein Endomorphismus s, von V, fiir welchen s,(a) = —«
und dimg im(idy —s,) = 1 gelten.

Lemma 10.1 Es seien V # 0 ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
a € V —{0}. Weiter sei s, eine Spiegelung lings a. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

a) Es gibt genau ein lineares Funktional o¥ € V* so, dass
sa(A) =2 =\, a")a YA eV, (10.1)
und es gilt dann (o, o) = 2.
b) s2 =idy.

¢) Die Fizpunktmenge {\ € V |sq(\) = A} = ker ¥ ist eine Hyperebene, wel-
che o nicht enthdlt.

d) dets, = —1.
e) Fir eV, Y e V* mit (3,8Y) =2 definiert die Formel
sp.ov(N)=A=(\3")8  (fireV)

eine Spiegelung lings [3.
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Beweis.

a) Mit (idy —sa) () = 2 und dimg im(idy —s,) = 1 folgt im(idy —s,) = Rav.
Es gibt also genau ein lineares Funktional o € V* — {0} so, dass

(idy =) (V) = (A 0" a,
was die Formel (10.1) beweist. Weiter gilt
—a=s4(a) =a— (a0, a")a,

also {(a, V) = 2.
b) Fiir alle A € V gilt
20 = sa(A— (2 0¥) @) = 5a(X) - (0¥} sa(a)

=x—(\a)a—{\a)(—a)= A\

c) {INeV | saN)=A={AeV|(\aY)a=0} =kera".
d) folgt aus c¢) und s, (a) = —a.

ist klar.
e) ist klar O

Definition FEine Teilmenge ® eines reellen Vektorraumes V' heisst (endliches,
reduziertes) Wurzelsystem in V, falls die folgenden Axiome gelten.

1) |®] < 00,0¢ P und spand® = V.

2) o € & = es gibt eine Spiegelung s, lings o mit s, (P) = P.

3) a, € D, s, Spiegelung lings o mit $,(P) = & = B — s,(8) € Zav.

)
)
)
) aed = 2a¢ .

Zwei Wurzelsysteme ®; in V; (i = 1,2) sind isomorph, falls ein Isomorphismus

p:W =, V2 von Vektorrdumen existiert mit ¢(®1) = Ps.
Das triviale Wurzelsystem ist das Wurzelsystem ® = @ in V = 0.

Sind ®; und ®; Wurzelsysteme in V3 und V2, so ist &1 x {0} U {0} x P2 ein
Wurzelsystem in V4 & Vo. Wir bezeichnen dieses Wurzelsystem mit &1 @ ®s.

Ein reduzibles Wurzelsystem ist ein Wurzelsystem der Form ®; & &5 mit ®; und
®, beide nichttrivial. Ein irreduzibles Wurzelsystem ist ein Wurzelsystem, das
nicht reduzibel und nichttrivial ist. Jedes Wurzelsystem lésst sich in eindeutiger
Weise in seine irreduziblen Komponenten zerlegen.

Der Rang eines Wurzelsystems ® in V ist die Dimension von V.
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Beispiel Wurzelsysteme vom Rang 2

RN

AL A Ao

Sind a und g zwei linear unabhéingige Vektoren eines Wurzelsystems &, so ist der
Durchschnitt von ® mit span{a, 8} ein Wurzelsystem vom Rang 2. (Wir werden
iibrigens bald feststellen, dass die Liste der Wurzelsysteme vom Rang 2 mit den
gezeigten vier Typen schon ausgeschopft ist.)

Lemma 10.2 Es sei ® ein Wurzelsystem in V.

a) &=—0.
b) Fir o € ® ist die Spiegelung s, lings a mit s,(P) = @ eindeutig bestimmd.

c) Es gibt eine eindeutig bestimmte injektive Abbildung v : ® — V* so, dass die
Spiegelung sq, lings a mit so(®) = ® gegeben ist durch

Sa i AF— A — () aY)a vAeV.
d) o,€P = (a,a¥) =2 und (o, 3Y) € Z.
Beweis.

a) a € P = —a=s,(a) €D.

b) Es sei s, eine weitere Spiegelung lings a mit 5,(®) = ®. Weil & den
Vektorraum V' aufspannt, ist jeder Automorphismus a € Autg V' durch seine
Einschriankung auf ® bestimmt. Damit ist die Gruppe

A(®) :={a € AutgV | a(®) = 0}

isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe von ®, also end-
lich. Wir betrachten den Automorphismus ¢t := s, S,. Wegen (idy —t) =
(idy —84)8q + (idy —3,) gilt im(idy —t) C Ra. Es gibt also ein a* € V*
mit t(A) = A+ (A, @*) @. Mit Induktion folgt wegen a € ker a* die Formel
t"(A) = A+ n(\, a*) a. Dann haben wir

A=tADIN) = A+ ]A(@)| (N, o) e YAEV

1:

und folglich a* =0, d.h. t = idy und somit 5, = s, Sa-
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c¢) Es bleibt noch zu zeigen, dass ¥ : ® — V* injektiv ist. Dies werden wir in
Lemma 10.4 sehen.

d) Wir wissen bereits, dass (o, V) = 2 gilt. Die andere Behauptung folgt wegen
B #0aus (o, ) = a—sg(a) € ZS.

O

Definition Die Untergruppe von A(®), welche von den Spiegelungen (s, )aca
erzeugt wird, heisst Weylgruppe des Wurzelsystems ® und wird mit W = W(®)
bezeichnet.

Lemma 10.3 Fiir a € A(®) und a € ® gilt asqa™' = S4(4)- Insbesondere gilt
W(®) < A(D).

1

Beweis. Nach Lemma 10.2 b) geniigt es zu zeigen, dass a s, a™" eine Spiegelung

lings a(a) ist, denn es gilt natiirlich a s, a=(®) = ®.

e asqa(a(@)) = asq(a) = —a(a).

o (idy —asqa™t)(A) =a(idy —sq)(a*(N) = a({a"'(N),a") @)
=(a~*(V),a") a(a),

also dimg (idy —asqa™t) = 1.
O

Lemma 10.4 FEs gibt ein Skalarprodukt (| ) aufV, welches A(®)-invariant ist:

(@) |a(w)) = Alp)  Vaec A(@) VA peV.

Fiir a € @ gilt die Formel

al = (] ). (10.2)

Beweis. Essei (| ) irgendein Skalarprodukt auf V. Dann ist

1
M) = T > (@) [ a(w))

acA(P)

ein A(®)-invariantes Skalarprodukt auf V' (das mit ( | ) iibereinstimmt, falls
(| ) schon A(®)-invariant war). Fiir o € ® und A € V gilt

(o ‘ 5a(A) +A) = (sa(a) ‘ sa(sa(X) +A)) = —(a ‘ sa(A) +A),



L1e-Algenren unda inre Parsteliungen

also
0=(a|saN)+A)=(a|A=(\a")a+])
=2(a|N) =\ a”) (a]a)
oder ) \
<>\7 a\/> — (a| )

(af)
Es gilt also die Formel (10.2). Damit ist auch die Injektivitit der Abbildung
V:® — V* in Lemma 10.2 ¢) gezeigt. O
Notation Im folgenden bezeichnen wir mit (| ) ein A(®P)-invariantes Skalar-

produkt auf V. Falls ® irreduzibel ist, gibt es bis auf positive Vielfache nur ein
solches Skalarprodukt. Ist & reduzibel, so sind die verschiedenen irreduziblen
Komponenten zueinander orthogonal. Zwei besonders gebriauchliche Normierun-
gen sind die folgenden.

* max (a| @) = 2 fiir alle irreduziblen Komponenten ¥ von ®.
(¢S

o {afa)= 3 (a]B)*

Bed®

Auf einer irreduziblen Komponente ¥ von ® unterscheiden sich diese beiden Ska-

larprodukte um détf Faktor(g = duale Coxeterzahl von ¥) ( | ) :25( [ ).
einen

Proposition 10.5 Ist & ein Wurzelsystem in V, so ist auch das duale Wurzel-
system ®Y = {a |« € ®} ein Wurzelsystem in V*. Ferner gilt («¥)Y = « fir
alle o € ® C V = V**. Weiter kénnen die Weylgruppen von ® und von ®V
miteinander identifiziert werden.

Beweis. Wir identifizieren V' mit V* vermoge ( | ).

1) [@Y]=|®| <o0,0¢ @V, da0¢ P, spand¥ = V*.

2) av € ®V. Dann ist s,v := s, eine Spiegelung lings a, also lings oV, und
fiir 8¥ € BV gilt

20 . 23(1(5) — (s v \Y
G1) = = () €2

0 (8Y) = sa (5a(0) | 5a())

3) Fiir a¥,3Y € &V haben wir

BY = sav(8Y) = BY — (8" — (@, 8Y) a¥) = (a, 8"} a” € Za".
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4) oV €@V = 1a¥ ¢ Y, also oV € PV = 22 ¢ OV. -

Proposition 10.6 Sind o, € P, so liegt bis auf allfilliges Vertauschen von «
und 3 einer der folgenden Fille vor.

(@.8%) | (B.0%) | (@) | | |sassl
0 0 5 unbestimmt 2
1 1 z 1 3
-1 -1 Z 1 3
1 2 z 2 4
-1 -2 4 2 4
1 3 z 3 6
-1 -3 o 3 6
2 2 0 1 1
-2 -2 ™ 1 1

Insbesondere gibt es in einem irreduziblen Wurzelsystem hdchstens zwei verschie-
dene Ldngen von Wurzeln.

Beweis. Aus {(a,3Y) = Q(O‘—lg) € Zund (8,a") = 218 ¢ 7 orhalten wir

(afe)

4(a|p)?
(afa) (B]5)

Es gilt also (o, BY)(3,a") € {0,1,2,3,4}. Daraus lisst sich die Tabelle leicht kon-
struieren. Natiirlich ist (o, 8Y) = 0 <= (8,a") = 0. Ausserdem kommen die
Paare ((a,8Y),(B,a")) = (+1,+4) geméss 4) in der Definition eines Wurzelsy-
stems nicht vor. (]

(o, BYV(B, ") = = 4cos® <(a, B).

Aus der Proposition 10.6 folgt auch, dass es nur die vier Typen A; @ A1, Az, Bs
und G von Wurzelsystemen vom Rang 2 gibt.

Definition Es sei ® ein Wurzelsystem und a € ®. Wir bezeichnen mit ¥ die
irreduzible Komponente von ®, zu der o gehort. Dann heisst «

o lang, falls o] = max|| 5],
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kurz, fall = min||3]].
o hurz, falls o] = min [|5]

Lemma 10.7 o, €, a# 3, («|B) >0 = a— [ € .

Beweis. Aus (a|3) > 0 folgt (o, 3¥) > 0. Nach der Tabelle in Proposition 10.6
gilt dann wegen « # (3

(,)=1 = a—-F=s5(a)c®
oder

(B,0")=1 = a—f=—s.(8) € ®.

O

Eine Hyperebene (durch den Nullpunkt) in V', welche keine Wurzel enthélt, zerlegt
V in zwei Halbraume V; und V_. Dadurch wird das Wurzelsystem in die Menge
der positiven Wurzeln &4 := ® NV, und deren Komplement, die Menge der
negativen Wurzeln &_ := & — &, = & NV_. = —®,, zerlegt. Diese Zerlegung
héngt natiirlich von der Wahl der Hyperebene ab, die den Vektorraum V' zerlegt.
Sobald eine Menge von positiven Wurzeln so ausgezeichnet ist, kann man noch
einen Schritt weiter gehen und eine eindeutig bestimmte Basis des Wurzelsystems
® definieren.

Definition Es sei ® ein Wurzelsystem mit Menge der positiven Wurzeln @ .
Eine einfache Wurzel ist eine positive Wurzel, die sich nicht als Summe zweier
positiver Wurzeln schreiben lidsst. Die Menge ¥ der einfachen Wurzeln heisst
Basis von ®.

Die folgende Proposition zeigt unter anderem, dass der Kegel R>o®, simplizial
ist (fiir dim V' < 2 ist dies trivial).

Proposition 10.8 Es sei ® ein Wurzelsystem mit einer Basis ¥ C .

a) X ist R-linear unabhingig.

b) Jede Wurzel v € ® lisst sich schreiben als

'Y:Znaav

acX

wobei die Koeffizienten (nq)aes entweder alle in Z>o oder alle in Zgo liegen.

Beweis.
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a) Behauptung: a,0 € ¥, a # 8 = (a|f) < 0, d.h. der Winkel zwischen
zwei verschiedenen einfachen Wurzeln ist nicht spitz.

Andernfalls wire nach Lemma 10.7 « — § € &, also a« — f € &4 oder
B —a € ®,. Aber dann widerspricht & = (a — §) + S oder = (8 — a) + «
der Einfachheit von a oder .

Essei ) rqa=0. Wir setzen

aEeX
V= Z To Q= Z(—m)ﬁ.
acXx BeES
ra>0 r3<0
Dann ist
i)=Y ra(-rg)(@|B) <0
——
a,BEX
’I"a>0,’l"[-}<0 g 0

und somit ¥ = 0. Nach der Konstruktion von ®_ gibt es einen Vektor n € V
mit (n|a) > 0 fiir alle « € ;. Wir haben dann

0=(nlv)=Y ra(nla)=> —rs(n|B).
aes gex
ro >0 >0 rp<0 >0
Die Summen sind also leer, d. h. r,, = 0 fiir alle « € X, und ¥ ist somit linear
unabhéngig.

b) O.B.d. A. sei v € &, (betrachte sonst —v). Ist v € X, so sind wir fertig.
Andernfalls ist v = 11 4+ 72 mit y1,v2 € &4. Es gilt mit 1 wie in Teil a)

(M) >Mly) und (n]y) > (1n]72),

und die Behauptung folgt mit Induktion nach (n]~).
(]

Die Menge Z® C V aller Z-Linearkombinationen von Wurzeln ist also das Gitter

Q = 2%, genannt das Wurzelgitter. Die Hohe ht+ einer Wurzel v = Y n, «,
acX
ist die Koordinatensumme beziiglich ¥, also hty = > n,. Fiir ein irreduzibles
acy
Wurzelsystem @ mit Basis > gibt es genau eine Wurzel 8 € & maximaler Hohe, die

hochste Wurzel, und genau eine kurze Wurzel 65 € ¢ mit maximaler Hohe unter
den kurzen Wurzeln, die hochste kurze Wurzel.

h=1+hto Coxeterzahl von ® und von ®Y
gV =1+hté; duale Coxeterzahl von ¢V

UBUNG 10.1 Verifiziere die obigen Aussagen fiir die irreduziblen Wurzelsysteme vom Rang 2.
(Zeige insbesondere, dass die Formel fiir die duale Coxeterzahl gV mit der Definition von g auf
der Seite 60 kompatibel ist.)
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11 Dynkin-Diagramme und Klassifikation

11.1 Dynkin-Diagramme

Dynkin-Diagramme sind gewisse Graphen, welche die gegenseitige Lage der Vek-
toren einer Basis ¥ eines Wurzelsystems veranschaulichen.

Dynkin-Diagramm von X

e Fcken: fiir jede einfache Wurzel o € ¥ gibt es eine Ecke.

e Kanten: fiir a, f € ¥ mit a # 3 gibt es die folgenden Typen von Kanten.

(0, 8%) | (8,0") | (. B) | 4cos® a(ar, 3) | Kanten
_ a B

0 0 z 0 o o

a B

-1 -1 = 1 e
a B

-1 -2 4 2 —<e
a B

—-1 -3 2 3 —

Schlaufen (also Kanten von einer Ecke zu sich selbst) gibt es keine.

In den letzten beiden Féllen ist ||| < ||5]-

Offensichtlich ist das Dynkin-Diagramm von ¥ genau dann zusammenhéngend,
wenn das zugehorige Wurzelsystem irreduzibel ist.

WEeil ¥ eine linear unabhéngige Menge von Vektoren ist, muss die symmetrische
Matrix (Gramsche Matrix)

Bs = (cos <z(a, 5))(1,562

positiv definit (und nicht bloss positiv semidefinit) sein. Die Eintréige von By

ausserhalb der Diagonale sind 0, —%, —g oder —‘/75, wenn die entsprechenden
Ecken im Dynkin-Diagramm mit 0, 1, 2 oder 3 Kanten verbunden sind. Die
Richtungen der Kanten spielen dabei keine Rolle, denn wir benétigen ja nur die

Winkel zwischen den einfachen Wurzeln.
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11.2 Klassifikation der abstrakten Wurzelsysteme

Wir betrachten nun die endlichen Graphen mit 0, 1, 2 oder 3 Kanten zwischen
zwel verschiedenen Ecken (und ohne Schlaufen). Es seien I' und I zwei solche
Graphen. Wir sagen, I' sei ein Subgraph von I, falls eine injektive Abbildung
~: ' — I von Graphen existiert.

V1 V2 V3 V4 Us vy vy v v
Beispiel ' = ®—®—e—=—e g cin Subgraph von I' = ’—I—?
Ve Vs

Zu solchen Graphen bildet man die entsprechenden symmetrischen Matrizen, die
nun auch indefinit sein kénnen.

2 -1
7? _é -1 —1 2 —1 —1
1 1 _ _ _
Br = - -1 2 V2 Br == ! 2 V3o -l
2 2 -3 P |
—V2 2 —1
-1 9 —1 —1 2
—1 2
(die fehlenden Eintrige sind 0)
Fiir den Vektor
1
2
n=| 3 [eR3,
2V2
V2

gilt n" Brn = 0. Der Graph I' entsteht also nicht aus einem Dynkin-Diagramm
durch Weglassen der Richtung bei der Doppelkante. Weil alle Eintrige des Vektors
n positiv sind, ist klar (wegen —V3<-V2<-1< 0), dass T" kein Subgraph eines
Dynkin-Diagramms sein kann. Im Beispiel ist

T
<g> BI‘V (g) < TLTBI“TL =0.

Die Klassifikation der Dynkin-Diagramme erhalten wir so: wir zidhlen zuerst ,,ver-
botene®“ Subgraphen I' auf, solche, fiir welche ein Vektor n mit lauter positiven
Eintrigen existiert mit Brn = 0 und somit n' Brn = 0.
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Hier ist die Liste. Die Koordinaten des Vektors n sind bei den entsprechenden
Ecken aufgefiihrt.

Liste der ,,verbotenen* Subgraphen

,verbotener“ Subgraph | Konsequenz fiir zusammen-
héangendes Dynkin-Diagramm

'/_ _\. keine Zyklen

: 2 2 2 2 V2 | keine Mehrfachkanten, falls ein

Verzweigungspunkt vorkommt

-9 hochstens eine Mehrfachkante
1 1
:>2_2F. . 42_2<: hochstens ein Verzweigungspunkt
T T mit genau 3 Asten

Satz 11.1 Es sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem vom Rang l. Das zugehorige
Dynkin-Diagramm (d. h. das Dynkin-Diagramm einer Basis von ®) kommt in der
folgenden Tabelle vor. Umgekehrt ist jedes der folgenden Diagramme das Dynkin-
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Diagramm eines irreduziblen Wurzelsystems.

Name | Dynkin-Diagramm | Rang | N = |®|

A —eo -—eo—o I>1 %Z(l+1)
B, —o— - —0—0==0 1>2 12
C —o— —0—0<e >3 12

D | e—e——e—el |14 UI-1)
Eg ._._I_._. =6 36
E- O—O—I—O—O—o =7 63
Es O—O—I—O—O—O—c =38 120

Fyq == =4 24

Go = =2 6

Beweis. Aus den Bedingungen iiber die Ringe folgt, dass die Liste irredundant
ist (Bl =C = Aq, Cy = B2, D3 = Az und auch Dy = Ay @Al).

Der erste Teil der Behauptung folgt durch Betrachten der , verbotenen“ Subgra-
phen.

Durch Konstruktion der gesuchten Wurzelsysteme folgt der zweite Teil der Be-
hauptung. O

Die Information, die im Dynkin-Diagramm steckt, ldsst sich auch mit Hilfe der
Cartan-Matriz (nicht zu verwechseln mit der Cartan-Matrix in der modularen
Darstellungstheorie) ausdriicken:

A= ({a, ﬁV))a,ﬁez :

UBUNG 11.1 Berechne det A, wenn A die Cartan-Matrix eines irreduziblen Wurzelsystems ist.
Vergleiche mit der Liste der ,,verbotenen“ Subgraphen.

Wir kehren nun zuriick zur Aufteilung von @ in &, und ®_. Sie kommt zustande,

indem wir einen Vektor n € V— |J kera" wihlen und @, := {a € ® | (y|a) > 0}
acd
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setzen. Die Zusammenhangskomponenten von V— J ker a" heissen die (offenen)
aced
Kammern von ®. Liegt der Vektor ' € V' in derselben Kammer wie 7, werden

also 7 und 7’ durch keine Wand (eine Hyperebene der Form ker oV fiir ein o € @)
getrennt, so definiert 1’ dieselbe Menge von positiven Wurzeln wie n und damit
dieselbe Basis ¥. Die Kammer C := {X € V ‘ (AMl@) > 0 Va € X} heisst
Fundamentalkammer von ¥. Thre Winde sind ker oV fiir o € X.

Beispiel B-

a %= {e, 0}

Proposition 11.2 Die Weylgruppe W wirkt transitiv auf der Menge der Kam-
mern. Die Spiegelungen an den Winden der Fundamentalkammer C' erzeugen W.

Beweis. Wir halten n € C fest und definieren W’ := (s, |a € ¥) < W. Fir

A €V — U kera” betrachten wir die Bahn W'\ und nehmen p € WX mit
acd

minimalem Abstand zu 7). Eine elementargeometrische Uberlegung (etwa der Satz
von Ptolemaios oder auch nur die Dreiecksungleichung) zeigt, dass p in C' liegt.

ker o

17 = sa (@)l <l — &l

Sa (M)

Fiir eine Kammer C’ und A € C’ gibt es also w € W’ mit w\ € C. Somit haben
wir wC’ = C.

Es bleibt zu zeigen, dass W’ = W ist. Fiir a € ® ist die Hyperebene H := ker oV
eine Wand fiir eine Kammer C’. Es gibt w € W’ mit wC’ = C, und wH ist dann
eine Wand von C. Die Spiegelung an wH ist also sg fiir ein § € ¥. Damit gilt
Sa =w lsgw e W' O
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Definition Die Spiegelungen an den Winden der Fundamentalkammer heissen
einfache Spiegelungen. Wir bezeichnen mit S die Menge aller einfachen Spiege-
lungen, also S = {so | € £} = {s1,...,s1}.

Jedes w € W ist ein Produkt von einfachen Spiegelungen, also

W=8; S (11.1)

_

Ist dabei r € Z>(¢ minimal, so nennen wir (11.1) eine reduzierte Zerlegung von w
und r =: {(w) die Linge von w. Die Identitdt 1 € W ist das Element der Lénge 0
(leeres Produkt) und f(w) =1 <= w € S.

Es gibt genau ein Element w, € W maximaler Linge, und zwar ist £(w,) = |®4| =
N. Das Bild einer Kammer unter w, ist die dazu entgegengesetzte Kammer, also
w,C = —C. Dies bedeutet jedoch nicht, dass w, = — id ist, denn det(—id) = (—1)!
und detw, = (—=1)", und  und N konnen verschiedene Parititen haben.

Beispiel Die symmetrische Gruppe &1 ist eine Weylgruppe. Es seieq, ..., 141
die Standardbasis in R, Wir betrachten den Unterraum

I+1
V.= E Ti€;
i=1

I+1
Z Ty = 0}
i=1

und die Vektoren
Q1 = €1 —€2,...,0] ;= E] — €141 eV.

Dannist ¥ = {a1,...,q;} eine Basis des Wurzelsystems ® = {e;—¢ex|j # k} C V.
Die Weylgruppe W von ® wirkt auf RI*! =V @ V+, wobei die Wirkung auf V-
trivial ist. Die Formel fiir die Spiegelung s, lautet

2(eklej —ejt1)
€ —€j+1le — &

Sa;(er) = €k — {en, ) ) o = e — ( ) (g5 — €j+1)

€j+1 falls k = j,
=1q¢&; falls k = j + 1,
€k sonst.

Die Weylgruppe permutiert also die Basisvektoren €1,...,6;41. Damit erhalten
wir den Isomorphismus

W — &4
50, (G j+1)  (Firj=1,....0).

Die einfachen Spiegelungen in W entsprechen den Transpositionen benachbarter
Elemente in &;41, und die Spiegelungen in W entsprechen den Transpositionen
in 6;41. Auch die Linge ¢(w) eines Elementes w € W hat eine wohlbekannte
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Bedeutung: ist die w entsprechende Permutation in &;41 gegeben durch j — ij,
so ist

((w) =#{(j,k) | j <k und ij > ir}.

Das langste Element w, entspricht der Permutation j +— [+ 2 — j in &;4;. Kom-
binatoriker/innen werden sich fiir die Anzahl der reduzierten Zerlegungen von w,
interessieren. Fiir &4 ist diese Anzahl

(l+1)|
o )
10.30-1.50-2..... (2l —-1)t -
Hier ist eine Formel:
1— tht(a)Jrl
L(w) _
=1 ¥
weWw acdy

Lemma 11.3 Fir o € ¥ gilt s,(®4 — {a}) = &, — {a}.

Beweis. Fiir &, — {a} = @ ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei v € &, — {a}.
Wir schreiben v = >~ ng . Es gibt einen Koeflizienten ng > 0 fiir eine einfache

BED
Wurzel 8 € ¥ — {a}. Der Koeffizient von 3 in so(y) = v — (v, a") a ist ng > 0.
Folglich gilt so(7) € &4 — {a}. O

Bemerkung Wir haben in Proposition 11.2 gesehen, dass die Weylgruppe W tran-
sitiv auf der Menge der Kammern (oder Basen) wirkt. Tatséchlich wirkt W sogar
einfach transitiv, also aus wC = C mit w € W folgt w = 1. Um dies zu zeigen,
fithrt man zweckmissigerweise ®,, := &, NwdP_ ein. (Fiir & € ¥ ist nach Lem-
ma 11.3 &, = {a}.) Man zeigt dann, dass £(w) = |®,,| ist. Ubrigens hat ®,, die
folgende geometrische Bedeutung: eine Wand ker ¥ mit o € ®; trennt C' und
wC' genau dann, wenn « € ®,, gilt.

Der Abschluss der Fundamentalkammer (oder irgendeiner Kammer) ist ein Fun-
damentalbereich fiir die Wirkung der Weylgruppe auf V| das heisst

e NV = Jwe W mit w(\) € C und

e \pueC,weWmit u=wl\) = p=A\

11.3 Der Struktursatz von Serre

Wir haben den Abschnitt iiber die Geometrie und Algebra der Wurzelsysteme
verlassen und wenden uns wieder den halbeinfachen komplexen Lie-Algebren zu.
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Das Wurzelsystem ® von g beziiglich einer Cartan-Unteralgebra h kann als Teil-

menge des reellen Vektorraumes b der reellwertigen linearen Funktionale auf hg
aufgefasst werden. Dann erfiillt ¢ die Axiome eines Wurzelsystems in hg.

Umgekehrt lisst sich aus einem abstrakten Wurzelsystem eine halbeinfache kom-
plexe Lie-Algebra konstruieren, deren Wurzelsystem zum gegebenen Wurzelsystem
isomorph ist.

Bevor wir den Satz von Serre formulieren, erinnern wir uns an die folgenden Tat-
sachen.

o & CZ>0XUZgX (X eine Basis von @)
® [0, 08 = Gatp fir a, 5 € Pmit a4+ B #0

e h= D [8a:0-4]

aEX

Es seien «, 5 € X, a # 3, zwei verschiedene einfache Wurzeln. Weil g — a keine
Wurzel ist (positiver und negativer Koeffizient!) wirkt 5[(2@ auf

98 DIp+a O - DPs—(8,av)
Fir X, € g, gilt dann insbesondere

(aan)fw’aV)Jrlgﬁ =0.

Satz 11.4 (Serre) Es sei & ein Wurzelsystem vom Rang | mit Basis ¥. Dann
ist die komplexe Lie-Algebra erzeugt von den 3l Elementen (Hy, Eu, Fo)aes und
mit den Relationen

o [Ha Hg) =0
o [Ey, Fo|l = Hy, [Eo, Fp) =0 fira# 0

i [HO(?Eﬁ] = (B, a\/> Eg, [H(,(,Fg] = _<ﬁ7av>F[3
o (adBy) " (By) = 0 fiir a £ 8
o (adFy) PN (Fy) = 0 fir o £ 3

eine (endlich dimensionale) halbeinfache kompleze Lie-Algebra, deren Wurzel-
system isomorph zu ® ist.
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12 Die klassischen einfachen Lie-Algebren iiber C

Zum Schluss des Kapitels geben wir eine explizite Beschreibung der einfachen
komplexen Lie-Algebren der Typen A;, By, C; und D;. Diese lassen sich durch die
Lie-Algebren sl;41(C), s02;4+1(C), sp5;(C) und so09;(C) realisieren. Die Lie-Algebra
504(C) = (Lie SO(d)) ®r C = (Lie O(d)) ®@r C besteht aus den antisymmetrischen
komplexen dxd-Matrizen, und somit verschwinden ihre Diagonalelemente. Wir
ersetzen 504(C) durch eine isomorphe Lie-Algebra s0(C?%, B) C M(dxd, C), worin
die Diagonalmatrizen eine Cartan-Unteralgebra bilden. Die Lie-Algebra spo,;(C)
ist die Lie-Algebra der Lie-Gruppe der symplektischen komplexen 2[x 2[-Matrizen

Spy(C) = {A € M(21x2l,C) | ATJA = J}

oo 0 1
mit J = <_1l 0).
Wir verwenden folgende Notationen:
E, q € M(dxd,C) die Matrix mit (p, q)-Eintrag 1, alle anderen Eintrége 0,

e, das lineare Funktional auf den Diagonalmatrizen gegeben durch

1 falls r =p,
[P EIL;D —
0 sonst,

i, j, k laufen iiber 1,... 1.

g=5011(C) = {X e M((I +1)x(1+1),C) | tr X =0}

Cartan-Unteralgebra:
H;=FE;; — Eif1,41

Wurzelrdume:
Epqg€8cpey P#GDg=1,...,1+1
Killing-Form:
K(X,Y) =2(1+1) tr(XY)
Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:
g1 %2 €2 — €3 gi—1—e& & —E41
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g=s50(C2H1, B) = {X e M((2 + 1)x(2 + 1),C) | XTB + BX = 0},

0 1, 0
wobei B = 1 0 0]. Wir zerlegen X wie B in Blocke und finden
0 0 1
AT +D =0,
4 B e B+BT =0, C+CT =0,
X=|C D fleg T T
g h L e —+ h = 0, f + g = 0,

t=0.
Cartan-Unteralgebra:

Hi=FE;,—Eii111 — Etigvi + Ervigiivit1 i £
H =2E; —2E9.9

Wurzelrdume:
Ejk — Eitki+j €gc;—c, J#k
Ejivk — Eritj € 0, +ey J<k
Eivjr — By S j<k

V2 (Ei o141 — Eoig144) € 0,

V2 (Eyiort1 — Barg1,i) €9-c,
Killing-Form:

K(X,Y) = (20 — 1) tr(XY)

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

£1 — €2 €2 — €3 €1-2 —€1-1 €1—-1—¢ £l

° ® P ———
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g =5p5(C) = {X € M(21x21,C) | XTJ + JX =0},

wobei J = ( f 101) Wir zerlegen X wie J in Blocke und finden
-1

v A B c AT +D =0,
“\c p)c9 * B=BT,Cc=CT.
Cartan-Unteralgebra:

Hi=FE;; — Eit111 — Elvigvi + Blvigti4it1 1#£1
H =E,; — Eya

Wurzelrdume:
Ejk — Eivki1j € 0ej—ep J#£k
Ejivk + Eritj €0e;4e, J<k
Eivjk+ Eiykj €9—c;—ep J<k
B € g2,
Eiig €g-2¢;

Killing-Form:
K(X,Y)=2(1+1) tr(XY)
Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:

€1 — €2 €9 — €3 €l—2 —€l-1 €l-1—¢€l 2¢
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o

g =s50(C% B) = {X € M(2Ix2/,C) | X" B+ BX =0},

wobei B = <10 1()l> Wir zerlegen X wie B in Blocke und finden
l

X_(A B)E — AT +D =0,
~\c p)*" B+BT =0, C+CT =0.

Cartan-Unteralgebra:

H;=FE;; — Eig1,01 — Eipiivi + Eigiv,i4i41 i F
H=E_1,1+E,;—Ey_1,2-1— Eay2

Wurzelrdume:
Ejk — Eitk,i+j € 9e;—e, Jj#k
Ejitk = Ekji+j € 9e;42 j<k

Erpjk— Bk €9-c;—e j<k
Killing-Form:
KX, Y)=2(1-1) tr(XY)

Dynkin-Diagramm und einfache Wurzeln:
€1-1 — €1

£1 — €2 €9 — €3 €13 —€1—2 €1—2 —&]—1

€1—1t+¢€;
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Kapitel 111

Darstellungstheorie

g halbeinfache komplexe Lie-Algebra, g # 0
b Cartan-Unteralgebra von g
&, ={a,...,an} Menge der positiven Wurzeln mit N = |®,| so, dass
¥ ={a,...,q;} Basis von &
ny = @ gia

acd,
b = bh®ny Borel-Unteralgebra
W = (s34 | @ € ¥) Weylgruppe
¢(w) Lénge von w € W
e(w) = detw = (—1)“®) Signum von w € W
C C br abgeschlossene Fundamentalkammer
(1) W-invariantes Skalarprodukt auf b
Q = P Za Wurzelgitter

=5
Q+ = @ Zzoa

=

n<A <= \A—p € Q4 partielle Ordnung auf h*

(@Wa)acx  Fundamentalgewichte (Dualbasis zu (a")aex)

P = & Zw, Gewichtsgitter
a€X
P, = @ Zsows = PN C Menge der dominanten ganzzahligen Gewichte
a€X
p =2 3 a= ) w, halbe Summe der positiven Wurzeln
()(ECI>+ O(EE

L(\) einfacher g-Modul zum héchsten Gewicht A

M, LO@L) = @ L) fir A v € Py
vePy

7
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13 Moduln

13.1 Darstellungen und Moduln

In der Darstellungstheorie gibt es zwei Sprechweisen fiir denselben Sachverhalt.
Statt zu sagen, o : g — gl(V) sei eine Darstellung, nennt man oft V' einen (links)
g-Modul oder einen (links) ${g-Modul.

Ein g-Modul ist ein C-Vektorraum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung
gxV —V
(X,v) — Xo,

welche [X,Y]v = X(Yv) - Y (Xv) (X,Y € g, v € V) erfiillt.

Ein tg-Modul ist ein C-Vektorraum V' zusammen mit einer bilinearen Abbildung
UgxV —V

(2, v) — a0,
welche (zy)v = z(yv) und lv = v (z,y € Ug, v € V) erfiillt.

Eine Darstellung von g, ein g-Modul und ein g-Modul sind also ,,dasselbe“. No-
tationell sind uns mit o(X)v = Xv diese dquivalenten Sprachen geldufig. Es folgt
nun noch ein kleines Vokabular.

Darstellung < Modul

dquivalente Darstellungen < isomorphe Moduln
irreduzible Darstellung < einfacher Modul
vollreduzible Darstellung <« halbeinfacher Modul

Eine C-lineare Abbildung ¢ : V — V' zwischen zwei g-Moduln ist ein g-Homo-
morphismus, wenn ¢ g-dquivariant ist, also wenn ¢(Xv) = X¢(v) fiir alle X € g,
veV gilt.

13.2 Gewichtsrdume und endlich dimensionale g-Moduln

Fiir einen g-Modul V' definieren wir seine Gewichtsrdume (simultane Eigenrédume
unter der Wirkung der Cartan-Unteralgebra b)

Vei={veV|Hv=pu(H)v YH € h} fiir p € h*.

Ist V}, # 0, so heisst i ein Gewicht von V und V,, der Gewichtsraum zum Gewicht
w. Fir V = g die adjungierte Darstellung erweitert dies die Terminologie, die
wir schon frither einfithrten. Die Dimension dimV,, € Zyo U {oo} heisst Multi-
plizitdt des Gewichts u. Wir tolerieren dabei die missbrauchliche, aber bequeme



lo. iModuln d

Sprechweise, von einem Gewicht g von V' der Multiplizitit 0 zu reden, wenn p
kein Gewicht von V ist.

Fiir « € ® U {0} haben wir
Q(XV}L g V}H—oz )

was wie in Lemma 9.9 folgt: fir H € h, X € g, und v € V), ist
HXv=[H XJv+ XHv=a(H)Xv+ X pH)v=(p+a)(H) Xv.

Daraus folgt, dass €@ V,, C V ein Untermodul des g-Moduls V ist. Wir interes-
neED*
sieren uns hier ausschliesslich fiir g-Moduln V, fiir welche V = @ V,, gilt.
neh*

Proposition 13.1 FEs sei V ein endlich dimensionaler g-Modul. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) V=@@YV,.
HED*

b) V, #0 = (u,a") € ZVa € ¥ (und somit auch Yo € ®).
c) dimV, =dimV,, YweW.

Beweis. Wir verwenden die Darstellungstheorie von sly(C). Fiir jede einfache

Wurzel o € ¥ wirkt das Element (slo-Tripell) H, € 5[&0‘) auf V, und zwar dia-
gonalisierbar! und mit ganzzahligen Eigenwerten. Weil h = @ CH,, abelsch ist,
aEeX
gilt dann V.= @ V, und V,, # 0 = (u,a") = p(H,) € Z fiir alle o € X.
neh*
Schliesslich ist in c) zu zeigen, dass dimV,, = dim V;_(,) fiir alle o € ¥ gilt. Wir
verwenden den Automorphismus 6, (1) aus Abschnitt 9.3. Es gibt eine invertier-
bare lineare Abbildung T € GL(V) so, dass (6,(1)X)v = TXT ' fiir alle X € g,
v € V gilt. Dann bildet 7! den Gewichtsraum V), auf Veu(u) ab. O

Dass H, diagonalisierbar wirkt, folgt nicht unmittelbar. Statt dies direkt ad hoc zu beweisen,

verweisen wir auf den folgenden Satz.
Satz 13.2 Jeder endlich dimensionale g-Modul ist halbeinfach.

Beweisskizze. Zu zeigen ist, dass fiir alle endlich dimensionalen g-Moduln V’ und V' gilt
Ext{ (V",V’) = 0. Man zeigt Ext{ (V",V’) = H'(g,Homc(V",V’)), und in der Tat ist
H'(g,V) = 0 fiir jeden endlich dimensionalen g-Modul V. O

Bemerkung Der Satz 13.2 wurde zuerst von Weyl mit analytischen Hilfsmitteln (,, Unitaritéts-
Trick“) bewiesen. Es sei G eine zusammenhéngende, einfach zusammenhéingende komplexe Lie-
Gruppe mit Lie-Algebra isomorph zu g. Dann nimmt man eine maximal kompakte Untergruppe
K von G. Ein endlich dimensionaler g-Modul ist dann auch eine Darstellung von K und tragt
eine K-invariante hermitesche Form, welche es erlaubt, zu einem g-stabilen Unterraum ein or-
thogonales Komplement zu finden, das dann auch g-stabil ist.
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Definition Die Elemente der Dualbasis (wa)aex C b € h* zur Basis der Ko-
wurzeln (aV)aes C br C b heissen Fundamentalgewichte. Sie erzeugen das Ge-
wichtsgitter

P=P 2w, Chi Ch".

acX

Ein Element A € P heisst ganzzahliges Gewicht.
Proposition 13.1b) konnen wir jetzt so schreiben:
Vi#0 = pelP.

Das Wurzelgitter Q = @ Za« ist ein Untergitter des Gewichtsgitters vom Index
acly
[P: Q] =det A, wobei A die Cartan-Matrix von g ist.

Beispiel Ein Ausschnitt des Gewichtsgitters von Bs.

wg
Wa

Die gefiillten Kreise bezeichnen Punkte des Wurzelgitters. Zum Gewichtsgitter
gehoren auch die durch die nicht gefiillten Kreise markierten Punkte.

Die Strahlen Rzow, C by fiir a € X sind die Kanten der abgeschlossenen Fun-
damentalkammer C. Wichtig fiir die endlich dimensionale Darstellungstheorie ist

die Menge Py = @ Zsows = PN C der dominanten ganzzahligen Gewichte.
acXl

Lemma 13.3 p=1 > a= Y w,.
acd aeX
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Beweis. Nach Lemma 11.3 gilt fiir o € X

p—a=sap)=p—{p,a’)a,

also (p, V) =1 fiir alle & € 3 und somit p = 3 w,. O
aeX

Korollar 13.4 Die halbe Summe der positiven Wurzeln liegt im Innern der Fun-
damentalkammer. Aus wp = p oder allgemeiner aus w(\+ p) = A+ p fiir A\ € Py
und w € W folgt w=1.

Bemerkung Damit haben wir auch eine ,,Erklarung® fiir die Zahlen

46 91 135 110 &4 57 29

68 pzzmaa

acly

im Dynkin-Diagramm von Eg. Es sind die Koeffizienten von p beziiglich . Es

gilt also 1 = (p,a¥) = 2my + > (B,aY)mg fiir alle @« € ¥. Ausserdem ist

BeER
Ba
29+ 1= (p,0Y) + 1 = g die (duale) Coxeterzahl von Eg.

14 Hochstgewichtsmoduln

14.1 Verma-Moduln und BGG-Auflésung

Obschon wir an der endlich dimensionalen Darstellungstheorie von g interessiert
sind, lassen wir vorerst auch unendlich dimensionale Moduln zu. Insbesondere wer-
den wir die Verma-Moduln einfiihren, die als ,,Bausteine” fiir endlich dimensionale
Moduln dienen werden.

Definition Es sei V' # 0 ein moglicherweise unendlich dimensionaler g-Modul.
Ein Element v € V — {0} heisst primitives Element zum Gewicht A € h*, wenn

Hv=MH)v VHe} und Ev=0 VEe€ny.

Der g-Modul V' heisst Modul zum hichsten Gewicht A € h*, falls es ein primitives
Element v € V zum Gewicht A gibt mit V' = (4g)o.
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Es sei V ein g-Modul zum héchsten Gewicht A mit primitivem Element v zum
Gewicht A. Jedes Element von V ist dann eine Linearkombination von Elementen
der Form

F{h"'FK[NU (q]‘€Z>0fﬁl"j:1,...,N) (141)
mit Fj € g_o, —{0} (j =1,...,N), und fiir H € b gilt
HFP - FiNy = ()\—qloq — ---—q;\/oz]\/)(H)qu1 o FiNv. (14.2)

Also ist dann der Modul V' die direkte Summe seiner Gewichtsrdume:

V=V,

HSA

wobei < die partielle Ordnung auf h* ist, welche durch p < A <= A —p € Q+
definiert ist. Es gilt dim V), < oo.

Die Vektoren in (14.1) sind im allgemeinen nicht linear unabhingig. Falls sie linear
unabhéingig sind, ist V' ein universeller Modul zum héchsten Gewicht A, ndmlich
V 2 g ®@yp Cy =: M(A). Dabei ist Cy = C1 der 1-dimensionale b-Modul mit

H1=X\H)1 fir H € b,
E1=0 fiirEEm..

Der universelle Modul M () heisst auch Verma-Modul zum héchsten Gewicht A.
Mit 1, =1®1 € Ug ®gp Cy haben wir

M) = P CF - Fir1, (14.3)
q120
(IN:>0

und FP' -+  FV 1y # 0. Jeder Modul zum héchsten Gewicht A ist isomorph zu
einem Quotienten des Verma-Moduls M (A). Die Summe I(A) aller echten Un-

termoduln von M () ist enthalten in @ M(A), und ist folglich der maximale
<A
Z?ﬁ)\

Untermodul von M (X). Der Quotient M (X)/I()) ist dann also der einzige einfa-

che Quotient von M (X).
Bemerkung Fir A € b* mit (A + p,a) & Zso Va € @ gilt L(A\) = M()).

Ist V' wieder irgendein g-Modul zum hochsten Gewicht A mit primitivem Element
v zum Gewicht A, so gibt es genau einen g-Homomorphismus M (\) — V, der 1,
auf v abbildet. Fiir die Gewichtsraume haben wir M (\), — V, fiir alle p € b*
und V) = Cv. Weiter folgt Endg V' = C, denn ein g-Endomorphismus von V wird
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beschrieben durch die Einschrinkung auf V) = Cwv und ist dort von der Form
v +— av fir ein a € C.

Das Zentrum 3g von g wirkt auf V' als Algebra von g-Endomorphismen. Wegen
Endg V = C-idy haben wir einen Homomorphismus von C-Algebren

xx:3g —C

mit zv" = xa(2) v (z € 3g, v' € V). Die Funktion y» heisst zentraler Charakter.
Das Zentrum 3g wirkt auf jedem Untermodul und jedem Quotienten von V' durch
den zentralen Charakter x,. Insbesondere héingt der zentrale Charakter eines
Moduls zum héchsten Gewicht A nur von A und nicht vom Modul selbst ab.

Satz 14.1 (Harish-Chandra) Fir A\, u € b* gilt fiir die zentralen Charaktere

Xa=Xy <= JweW mit \=w(u+p)—
Notation Fiir w € W und X € b* setzen wir w - A := w(\ + p) — p.

Beispiel g = slp(C). Wir verwenden die iiblichen Notationen H, E, F und
identifizieren die Gewichte A € h* mit den Zahlen A\(H) € C. Die Wurzeln sind
dann +a = £2. Fir A € Z3( konstruierten Wir den einfachen Modul L(A) zum
hochsten Gewicht A im Abschnitt 9.2. Mit p = 2 a=1und s, : A — —\ finden
w1rs(y-/\—sa(x\—|— a)—%a——)\—a——/\—Z

E E E E E E
_ CFM11, _ CFM,, _ = _ CF1, B C1, 20

Fiir A € Z ist also FA11, ein primitives Element zum Gewicht A —2(A + 1) =
—A—2.

M(sq-N) = M(=\—2) = P cracPCria, =M

g=>A+1 q=0

Der unendlich dimensionale sl3(C)-Modul M (A) ist nicht halbeinfach, denn der
Untermodul I(A) besitzt kein Komplement.

Es gilt 3(sl3(C)) = C[Q] mit Q@ = $H*+EF+FE = $H*+H+2FE € 3(sl3(C)).
Wir kénnen in diesem Beispiel den Satz von Harish-Chandra direkt bestétigen:
XA(Q) = 3 A%+ A,
Xoa2(Q) =2 (=A=2+(-2=2)=3 N+
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Fiir den (A 4 1)-dimensionalen einfachen slz(C)-Modul L(A) = M (A)/I(A) haben
wir eine Auflésung durch Verma-Moduln gefunden, eine exakte Folge

0— M(sq-A) — M(A) — L(N\) — 0

von sl3(C)-Moduln und sy (C)-Homomorphismen.

Nach Proposition 13.1a) besitzt jeder endlich dimensionale einfache g-Modul V
ein primitives Element v € V — {0} zu einem Gewicht A € h*. Es gilt dann
V = (Ug)v =2 L(A), weil V einfach ist. Nach Proposition 13.1b)c) ist A € P ein
dominantes ganzzahliges Gewicht. Wir werden sehen, dass umgekehrt fiir A € Py
der einfache Modul L(A) endliche Dimension hat.

Bernstein, Gelfand und Gelfand konstruierten fiir eine beliebige halbeinfache kom-
plexe Lie-Algebra g fiir jeden endlich dimensionalen g-Modul eine Auflésung durch
direkte Summen von lauter Verma-Moduln. Als unmittelbares Korollar aus dieser
BGG-Auflssung folgt die Charakterformel von Weyl. Zu deren Beweis bedarf es
nicht der vollen Stirke der BGG-Auflosung. Trotzdem verwenden wir hier die
BGG-Auflosung, um die Charakterformel herzuleiten, da dieser Zugang konzep-
tuell sehr leicht zu verstehen ist. Zuerst formulieren wir einige Tatsachen iiber
g-Homomorphismen zwischen Verma-Moduln.

Fir A, u € b* ist der Vektorraum der g-Homomorphismen Homyg (M(,u),M()\))
hochstens 1-dimensional, und fiir ¢ € Homg (M (1), M (X)), ¢ # 0, ist ¢ injektiv.
Man kann dann also M (u) als Untermodul von M (\) auffassen. Es gelten dann
1 < A und nach dem Satz von Harish-Chandra € W - A

Satz 14.2 (Bernstein, Gelfand, Gelfand) Fir jedes dominante ganzzahlige
Gewicht A € Py gibt es eine exakte Folge von g-Moduln und g-Homomorphismen

0— Cn(A) — -+ — C1(A\) — Co(A\) — L(A) — 0

mat
Co(N) = @ Mw-N).

weW
L(w)=p

15 Charaktere

Fiir einen g-Modul V mit V = € V|, und mit endlich dimensionalen Gewichts-
nebh*
réumen dim V,, < oo fiir alle 4 € h* — einen solchen Modul nennen wir zuléssig —

definieren wir seinen Charakter ch' V. Der Charakter fithrt iiber die Dimensionen
der Gewichtsraume Buch und ist definiert als

chV =" dimV,e" € Z[h"].
Heh*
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Eine Erkldrung, was Z[h*] ist, folgt gleich. Zuerst bezeichnen wir noch mit
Z[h*] = @ Ze* den Gruppenring der (abelschen) Gruppe h*. Um nicht mit

AED*
der Addition in Z[h*] in Konflikt zu kommen, schreiben wir die Einbettung so:
A oet mit et et = M

Das Einselement ist 1 = e°.

Wir haben die abelsche Gruppe Z[h*] = [] Ze*, die Z[h*] enthilt. Es ist zu
A€h*
beachten, dass Z[h*] kein Ring ist. Die Multiplikation in Z[h*] kann (fiir g # 0,

was wir ja voraussetzen) nicht auf ganz Z[h*] erweitert werden.

Fiir den Charakter eines Verma-Moduls M () erhalten wir nach (14.3) und (14.2)

N
1
h M()\) = § A—qrai——qNaN _ A | |
¢ ) c © ol 1—e

q120
an' =0
et N
=—— € Ze ', ...,e ] CZ[Hh*].
H (1 _ e_o() [[ ) ) ]] = [[h ]]
a€ly Potenzreihen in e=®1, ..., e~
mit ganzzahligen Koeffizienten
Lemma 15.1 Es set
fn fn-1 fo
0 — W —=Vw1— - —W—V-—0

eine exakte Folge* von endlich dimensionalen Vektorrdumen. Dann gilt

N
dimV =Y (-1)" dim V. (15.1)
p=0

Beweis. Mit Induktion nach N.
N < 1: 0—>V1£>V0£>V—>Oexakt

fo surjektiv
<= ker fo =im f
f1 injektiv
— dimV = dimim fy = dim V) — dim ker fy
=dim V) — dimim f; = dim Vg — dim V4.

2fn,...,fo sind lineare Abbildungen, und fy ist injektiv, fo ist surjektiv und
im fp =ker fp_1 firp=1,...,N.
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N > 2: Fiir die exakte Folge

O—>kerfN_2<—>VN_2fN—>72VN_3_>..._>Voﬂ>v_>0

gilt nach Induktionsvoraussetzung
N-2
dimV = Y " (=1)P dim Vj, + (-1)V " dimker fy_. (15.2)
p=0

Mit der exakten Folge

0— Vn f—N> VN_1 fN—>71 imfy_1 —0

erhalten wir dimim fy_; = dim Vy_1 — dim V, zusammen mit (15.2) und mit
dimim fy_1 = dimker fx_o also die alternierende Summenformel (15.1). O

Korollar 15.2 Es sei
0—Cy——C, —Cy—L—0

eine exakte Folge von zuldssigen g-Moduln und g-Homomorphismen. Dann gilt

N
chL =Y (~1)"chC,.

p=0

Beweis. Wir zerlegen alle vorkommenden Moduln in ihre Gewichtsrdume. Jeder
g-Homomorphismus (sogar jeder h-Homomorphismus) ¢ : V' — V' bildet den
Gewichtsraum zum Gewicht p in den Gewichtsraum zum selben Gewicht p ab:

veV, = Hp(v) = p(Hv) = p(u(H)v) = p(H) (v), d.h. ¢(v) € V..
(Wir bendtigten dies schon auf Seite 82.) O

Satz 15.3 (Weylsche Charakterformel) Fiir jedes dominante ganzzahlige Ge-
wicht A € Py gilt die Charakterformel

> e(w)erOFe)
chL(\) = 2V . 15.3
(\) (% —c9) (15.3)

acd

Bemerkung Zghler und Nenner in (15.3) sind Elemente des Gruppenrings Z[P].
(Im allgemeinen ist § fiir o € ® kein ganzzahliges Gewicht, aber das Produkt

[T (e2 —e %) =e? [ (e*—1)€ Z[P].) Wegen P = @ Zw, ist Z[P] der
aced acd aEX
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Ring der Laurent-Polynome in den Variablen (e®«),ecx mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, also
Z[P) = Z[(e*7)aes ] = Z[(€*)aes, e ]

Die Weylgruppe wirkt auf dem Gewichtsgitter P C §* und folglich auch auf Z[P)].
Zshler und Nenner in (15.3) sind antisymmetrisch (w¢ = e(w) §) unter der W-Wir-
kung . Dies ist evident fiir den Zahler und folgt fiir den Nenner aus Lemma 11.3.
Der Quotient ist dann invariant unter W, was im Einklang mit Proposition 13.1¢)
steht. Das folgende Lemma zeigt, dass der Quotient, der a priori ein Element
des Quotientenkorpers des Integritétsbereichs Z[P] ist, tatsichlich zu Z[P] gehort.
(Dies folgt iibrigens auch daraus, dass der Quotient W-invariant ist und e* als
maximales Monom besitzt.)

Lemma 15.4 Fir A\ € P ist das Element £ = Y. e(w)e® ) in Z[P] durch
weW

§= I (e2 —e 2)=e” [] (1—e*) teilbar.

acd acd

Beweis. Es sei a € ®, eine positive Wurzel. Wir schreiben W = W’ U s, W,
das heisst W’ ist ein Repriisentantensystem fiir die Nebenklassen (s, )\W. Dann

ist £ = 3 e(w) e+ 4 g(sqw) 2P+ und jeder Summand
weWw’

E(w) e“ + E(S(yw) es"(“) = E(w) ey’ _ g(w) e/,l,*(#,a\/)a
) et (1 — oo

ist wegen (u,av) € Z durch 1 — e~ teilbar. Weil 1 — e~ fiir @ € ® paarweise
zueinander teilerfremde Elemente im faktoriellen Ring Z[P] sind, ist also £ durch
0 teilbar. O

Beweis. (Satz 15.3) Die BGG-Auflosung (Satz 14.2) liefert (mit Korollar 15.2)

N w-A
L) =30 3 (e M-y = 3 (<)
p=0 weW wew [T @A—e)
L(w)=p acd
S e(w) ew(A+p)—p > 6(w)ew(>\+p)
_ wew _ weWw
[T @—e) [T (e —e %)
acd acd

Korollar 15.5 (Nennerformel) Es gilt

Z e(w)e“r = H (e —e2).

weWw acd
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Beweis. Dies ist die Charakterformel fiir den Modul L(0), denn L(0) = C ist ein
trivialer 1-dimensionaler Modul, also ch L(0) = 1. O

Beispiel Nennerformel fiir sl;,1(C) (Typ A;). Wir verwenden die Notationen
vom Beispiel auf Seite 69.

(I)+:{6j—€k|1<j<]€<l+1}
Die halbe Summe der positiven Wurzeln ist dann
p=3(ler+(—2ea+ (-4 es+ - —(1—2)e —leg1).

Die Nennerformel lautet hier

Yo oew)er = [ (e —emiimen),

weW 1<<k<I+1

Wir multiplizieren mit ez!(1teat—+er) — [T e2(=+e) und verwenden,
1<G<k<I+1

dass (wie im Beispiel auf Seite 69) €1 + €2 + - -+ + €41 invariant ist unter der

Weylgruppe W = &;4;. Damit wird

M (e

Z E(’u}) ew(l€1 +(I=1)ea+-+e1+0-€141)

1< <k<I+1 weWw
= Z sign(o) (5™ ) (e5@ )1 (570! (fo41))0
[ASICIEN
(es1)! (e2)! .. (er+1)t
(661 )l—l (esg)l—l . (65l+1)l_1
et e°? o esitt
1 1 1

Dies ist die Formel fiir eine Vandermonde-Determinante.

Satz 15.6 (Dimensionsformel) Es sei A\ € Py ein dominantes ganzzahliges
Gewicht. Dann gilt

. B ()\+p|a): A+ p,a¥)
dmto) = 1120707 = 11 =0

acd acd
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Beweis. Die Dimensionsformel folgt aus der Charakterformel mit einer algebrai-
schen Version der Regel von Bernoulli-del’Hépital. Fiir p € by definieren wir den
Ringhomomorphismus

E.: Z[P] — C[1]

o0 n
e@o e(u\wa)T — E (/"‘%0) T fiira € X.

Wir rechnen

Ep< Z e(w) e“’()‘er)) = Z e(w) e(PlwOF+oNT — Z e(w™ 1) eOelwe)T

weWw weWw weW

B X st e ) =y (e [T - 1).

weW acdy

Die gesuchte Dimension erhalten wir durch Evaluation von E, (L()\)) in7=0.

S e(w) e Exip (e I (5= 1)

. w cdy
dimL(\) =E €W = ¢
e T @ -1 e, (e 11 (e 1)
acd =0 acd, o
e~ (A+plo)T eAtplo)r _ 1 (A + p | a

e—(plo)T H elolo)r — 1 ;=0 H

aced acdy
. 2 .
Durch Einsetzen von oV = @l ( |a) folgt die andere Formel. O
ala

Beispiel Fiir g = sl(C) mit &4 = {a} erhalten wir wie erwartet die Formel
dim L(r$) = r+ 1 fiir r € Zxo. Allgemeiner (g beliebig) gilt dim L(rp) = (r+ 1)~
fir r € Zxo, wobei N = |, |.

Wir definieren die Partitionsfunktion P : P — Z3( durch

T % PO

acdy vEQ+

P(v) ist also die Anzahl der Tupel (nq)ace, € Zig mit ¥y = Y, nea. Damit
aced

konnen wir die Charakterformel so umformen, dass eine Formel fiir die Multipli-
zitéit eines Gewichts in einem endlich dimensionalen einfachen g-Modul entsteht.
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Proposition 15.7 (Multiplizititsformel von Kostant) Es sei A € Py. Fir
die Multiplizitat des Gewichts p € P in L(\) gilt dann

dim L(\), = Y e(w) P(w(A +p) = (n+p)).
weWw

Beweis. Wir schreiben den Nenner in der Weylschen Charakterformel mit Hilfe
der Partitionsfunktion und formen um.

ch L(\) = (Z P) e”) Z e(w) e?PHP—p

YEP weW
— Z Z e(w) P(y) e? ) =0rtp)
yeEP weW
=2 > s P(wh+p) — (u+p) e
peEP weWw

O

Proposition 15.8 (Multiplizitdtsformel von Racah) Fir jedes dominante
ganzzahlige Gewicht A € Py und jedes von \ verschiedene Gewicht p € P — {\}
von L(X) gilt

dim L(A), = — > e(w) dim L(A) ytpwp-

weW
w#1

Beweis. Fiir A =0 und v € P — {0} gilt nach Proposition 15.7
0 =dim L(0)_, = Z e(w) Plwp +v —p)

weWw
oder
Pv) =— Z e(w)Pwp+v—p) fiir v # 0. (15.4)
wew
w#1

Zusammen mit P(0) = 1 und supp P = Q4 gibt (15.4) eine Formel zur induktiven
Berechnung von P(v). Indem wir den Ausdruck fiir P(v) in Proposition 15.7
einsetzen, erhalten wir

dim L), = = 3 2w) 3 2w) P(wh+p) = (u+p) +u'p — p)

weWw w' eW

w'#1 #0 Yw € W (Ubung 15.1)
== > @) > e)PwA+p) = (u+p—w'p+p)).
w'ew weW

w’'#1 -
= dim L(A) g p—wrp
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UBUNG 15.1 Ist A € Py und ist u # X ein Gewicht von L()), so gilt

(w+plp+p) <A+p|X+p).

16 Tensorprodukte und Darstellungsring

Wir fassen zuerst einige Tatsachen zusammen, die wir bis jetzt {iber endlich di-
mensionale g-Moduln V' gelernt haben.

e V ist eine direkte Summe von einfachen g-Moduln.
e Es gibt eine natiirliche Bijektion

Isomorphieklassen von N
endlich dimensionalen j «— Py .
einfachen g-Moduln

Einem Reprisentanten der linken Seite wird sein héchstes Gewicht zugeord-
net, und zu einem dominanten ganzzahligen Gewicht haben wir die Klasse
[L(A)] von L(A).

o dimL(A\)y = 1.
o chV e Z[P]W = {¢ € Z[P] | wE = ¢ Yw € W}.

Die Menge aller Aquivalenzklassen von endlich dimensionalen Darstellungen von
g (Isomorphieklassen von endlich dimensionalen g-Moduln) ist eine Halbgruppe
mit der direkten Summe von Reprisentanten als Addition. Fiir jeden endlich
dimensionalen g-Modul V' oder seine Isomorphieklasse [V] gilt

Ve P LA oder  [V]= Y nx-[L(N)] (16.1)

AEP, AEP,

mit eindeutig bestimmten Multiplizitdten ny € Zx¢ und ny # 0 nur fiir endlich
viele A € Py.

Wie bestimmt man die Koeffizienten ny in (16.1), wenn der endlich dimensionale
g-Modul V gegeben ist? Es gilt chV = >~ nych L(XA). Der folgende Algorithmus
bestimmt also die Koeffizienten ny.  A€P+
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Algorithmus

— EINGABE: ein endlich dimensionaler g-Modul V.
1) Setze £ :=chV.

2) Wihle A € P; maximal (beziiglich der partiellen Ordnung A > p <~
A — 1 € Qy) so, dass der Koeffizient von e* in & nicht verschwindet. Dieser
Koeffizient ist ny.

3) Ersetze £ durch & — ny ch L(A) (und nenne diesen Ausdruck wieder &).

4) Falls £ = 0, so gibt es keine weiteren von 0 verschiedenen Koeffizienten.
Andernfalls gehe zuriick zu 2).

— AUsGABE: die Koeffizienten ny in (16.1).

Die additive Gruppe R(g) ist die Gruppe der Aquivalenzklassen von endlich di-
mensionalen virtuellen Darstellungen von g:

R(g) = @ Z-[LOV).

AEPy

Bei virtuellen Darstellungen sind also auch negative Multiplizitdten zugelassen.
Es ist klar, dass der oben beschriebene Algorithmus auch fiir Elemente in R(g)
angewendet werden kann.

Das Tensorprodukt V' @ V' (Tensorprodukt iiber C) zweier g-Moduln V und V’
tragt eine g-Modulstruktur, ndmlich
Xwev):=(Xv)@v +ve (X0 (Xeg,veV, v eV). (16.2)
In der Tat ist
(X, Y](v@') = (X, Y]v) @' +ve ([X,Y])
= (XYv)@v — (YX0) @0 +0v@ (XYV) —v® (YX0)
=XY(v®@v)-YX(vev).
Die Leibniz-Formel (16.2) haben wir auch schon angetroffen, némlich bei der kon-
kreten Realisierung der irreduziblen Darstellungen von sly(C) auf Seite 53.

Die Zerlegung in Gewichtsrdume sieht so aus: fir V= @ Vyund V' = @ V),
ist nach der Formel (16.2) AepP NeEP

VeV).,= P weV.
AN =p

Fiir die Charaktere gilt also ch(V ® V') = chV -ch V', wenn V, V' und V @ V’
zuldssige g-Moduln sind.
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Durch additive Erweiterung von
VI-V]=[VaV]
wird R(g) ein kommutativer Ring mit 1 = [L(0)], der Darstellungsring von g.

Der folgende Satz ist nun klar.
Satz 16.1 R(g) = Z[[L(wa)|aes] = Z[P]W.

Zum 1x1 des Darstellungsrings gehort die Bestimmung der Multiplizitdten in Ten-
sorprodukten. Fiir A, pu, v € Py bestimme man die Koeffizienten N}, n

L)@ L) = @ L) oder  [LA]-[L(Ww)] = Y NX, [LW)).

vePy vePy

(16.3)

Nehmen wir Charaktere in (16.3), so folgt

chL(\)-ch L(u) = > N¥,chL(v). (16.4)

veP,

Die Koeffizienten N¥ M lassen sich dann nach dem obigen Algorithmus bestimmen.
Die néchste Proposition gibt eine explizite Formel fiir N¥ T

Proposition 16.2 (Steinberg) Fiir A\, u,v € Py gilt

N, = Y e(ww)Plwh+p) + ' (u+p) — v —2p).

w,w' eW

Beweis. Wir betrachten (16.4), schreiben ch L(A) nach der Formel von Kostant
(Proposition 15.7), ch L(x) und ch L(v) nach der Weylschen Charakterformel und

multiplizieren mit dem Nenner.

<Z Y @) PwA+p) = (X +p)) e”) < 3 e ew’(wp))

NePweW w' eW

=D N{, > ew)er ). (16.5)

Die Zahl N)’\’M ist nach Korollar 13.4 der Koeffizient von e*** auf der rechten Seite

von (16.5). Aus e e® (h0) = ¢¥+¢ erhalten wir ' = —w/(u+ p) + v+ p und somit
Ny, = Z e(ww") P(w\ + p) +w'(p+ p) — v — 2p).
w,w'€W
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Beispiel Steinbergs Formel fiir die Multiplizititen N Ny ist fiir grosse Weylgrup-
pen impraktikabel. Fiir g = sl(C) liefert sie die Clebsch-Gordan-Formel: mit
¢, = {a}, w:=wy = § = p haben wir fiir die Partitionsfunktion

! 1 falls v € Z
- Z Py)e 7 = P(’y):{ alls vy € Zxoa,

1—e @ 0 sonst.
YELzo0

Fir A\ = pw, p = qw, v = rw mit p,q,r € Zyo und p > ¢ erhalten wir nach
Steinbergs Formel

N{,=Phpw+w+qw+w—rw—2w)
—Plpw+w—qw—w—rw — 2w)
—P(-pw—w+qw+w—rw —2w)
+P(—pw—w—qw —w —rw — 2w)

=P(lp+q-rw)—P(p—qg—r—2)w)

_J0 falls 21 (p+ ¢+ ) oder r > p + g,
{’P(sa)—’P((s—q—l)a) falls r = p+ g — 2s mit s € Zxy,
—_ —

=1 _{1 falls s > g,

0 falls s <gq.
Fir p,q € Zyo gilt also

pt+aq
L(pw) @ L(qw) = @ L(rw).

r=|p—q|
r=p+q (mod 2)

Die néchste Formel, die schon viele Leute entdeckt haben und noch entdecken
werden, hat wohl R. Brauer zuerst gefunden. Sie eignet sich besonders gut zur Be-
stimmung der Multiplizitdten in Tensorprodukten, wenn die eine Darstellung nur
wenige Gewichte hat, deren Multiplizitdten explizit bekannt sind. Wir definieren

E E(w) ew(/\-i'l))
chL()\) = 2% _ fiir A € P.
] (57

acd

Fiir A € P, ist ch L(\) = ch L(\). Allgemein gilt

DL = e(w) ch L(w-X) falls W-ANC = {w-\},
B sonst, d.h. falls W-ANC = @.
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Satz 16.3 (R. Brauer) Es sei V ein endlich dimensionaler g-Modul mit Cha-
rakter chV = > my(u)et. Weiter sei A\ € PL. Dann gilt

pner
chL(A) - chV =Y my () chL(A + pu).
HEP
Beweis. Wir schreiben § = [] (e2 — e~ %) fiir den Nenner in der Charakter-
acd
formel.
1
. = (= (A+p)
ch L(\) chV—((;ZE( ev p)(va )
weWw neP
1
=5 Z e(w) Z Oy (wp) e*r
weW nerP

= S ) 5 3 w) e = S () ch LA+ p)

pneEP wew neP

Beispiel g = 505(C) = sp,(C) (Typ B2)

wg
Wa

Nach der Dimensionsformel gilt

1
dim L(ng wa + ngwg) = E(n(y +1)(ng + 1)(na + ng + 2)(na + 2ns + 3).
dim L(0) =1 dim L(wy) =4
dim L(wg) =5 dim L(2w,) = 10
dim L(wy + wg) =16 dim L(2wg) = 14
dim L(3w,) = 20 dim L(2w, + wg) = 35
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Als Darstellung von s05(C) ist L(wg) die Standarddarstellung, und L(w, ) ist die
Spindarstellung. Als Darstellung von sp,(C) ist L(w,) die Standarddarstellung.
Die Darstellung L(2w,,) ist die adjungierte Darstellung (2w, = 6 ist die hochste
Wurzel).

Wir gehen ganz naiv vor und beschreiben die g-Moduln durch Gewichtsdiagramme,
indem wir die Multiplizitdten der Gewichte auf die evidente Art darstellen.
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L(wa + wg) L(2wpg)

L(3w,) L(2wq + wg)

Alle gezeigten Gewichtsdiagramme ausser das letzte erhélt man mittels der Sym-
metrie unter der Weylgruppe aus den entsprechenden héchsten Gewichten und der
Dimension und der Tatsache, dass die Diagramme ,,geséttigt“ sind: nach der Dar-
stellungstheorie von sl (C) konnen die Multiplizitéten (in der Nebenklasse (modulo
dem Wurzelgitter) des hochsten Gewichts im Gewichtsgitter) nach ,,Innen* nicht
abnehmen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, das Gewichtsdiagramm von L(2w, + wg) zu er-
halten. Zum Beispiel nach der Multiplizitdtsformel von Racah erhélt man aus
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dim L(2wa + @g)2w, +w; = 1 nacheinander

dim L(2ws + @g)2w,; = 1,
dim L(2ws + w3s)2w, = 2,
dim L(2wq + @) w, = 3,

dim L(2w, + wg)o = 3.

Hier ist ein anderes Vorgehen. Nach der Formel von Brauer fiir V = L(wg) und
A\ = 2w, erhalten wir

ch L(2w,) - ch L(wg) =ch L(2w, + wg) + ch L(2w,) + ch L(wg)
+ch L(2wq — wg) + ch L(4wy — wg),
=0 =0

also

L(2w,) ® L(wg) = L(2wa + wg) & L(2w,) & L(wg).

Um das Gewichtsdiagramm von L(2w, + wg) zu erhalten, miissen wir die Mul-
tiplizitdten der Gewichte in L(2w,) @ L(wg) von denjenigen in L(2w,) ® L(wg)
subtrahieren. Das Gewichtsdiagramm von L(2w,) ® L(wg) erhalten wir so: sind
(M, ..., A10) die Gewichte von L(2w,,) (0 doppelt) und (p1, ..., us) die Gewichte
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...,10 die Gewichte von L(2w,) ® L(wg).
B

von L(wg), so sind (Aj + pg)j=1,
k=1,
L(2w,) ® L(wg) L(2w,) @ L(wg)

UBUNG 16.1 Bestimme die Multiplizititen in L(2wa + wg) via die Multiplizitdten im Tensor-
produkt L(wa) ® L(wa + wg).

Setzen wir zur Abkiirzung s := [L(w,)] und ¢ := [L(wg)], so gelten im Darstel-
lungsring die folgenden Identitéiten.
[L(0)] =1
[L(wa)] = s
[L(wp)] =t
[L(2w,)] =8> —t— 1
[L(we +wg)] = st —s
[L(2wg)] = t* — 8%+t
[L(3wy)] = s° — 25t — 5
[L2wy +wp)] = st —s® —t2 —t +1

Zum Beispiel

bedeutet
L(wp) © L(wp) = L(2wps) ® L(2wa) & L(0). (16.6)
Sind (\i)i1gicd die Gewichte von V' (aufgezihlt mit ihren Vielfachheiten), so sind
(A\j + M)1<j<r<a die Gewichte von A®V und
(Aj + A)1<i<k<d die Gewichte von @2 V.
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Man findet etwa
Ols=Nt=s>—t—1.

Natiirlich kann man auch hohere dussere Potenzen, symmetrische Potenzen oder
allgemeiner Tensoren vom Grad n mit bestimmtem Symmetrietyp betrachten.

Der duale g-Modul V* = Hom¢(V, C) ist gegeben durch

(X[)(v) = =f(Xv). (16.7)

Die Gewichte sind dann (—\;)1<i<qd. In unserem Beispiel ist dies nicht so interes-
sant, weil hier V' = V* ist. Allgemein ist L(A)* = L(—woA) fiir A € Py. Dabei ist
w, das langste Element der Weylgruppe.

UBUNG 16.2 Zeige, dass durch die Formel (16.7) eine g-Modulstruktur auf V* definiert wird.

17 Pfadmodell

Die Multiplizitdtsformeln von Kostant, Racah, Steinberg und Brauer sind im fol-
genden Sinn nicht kombinatorisch: die Multiplizitdten werden nicht als Kardina-
litdten von Mengen ausgedriickt, sondern als Summen mit positiven und negativen
Termen. Fiir den Typ A; waren mit der Theorie der Young-Tableaux schon lan-
ge rein kombinatorische Beschreibungen der Multiplizitdten bekannt. Littelmann
hat eine vereinheitlichte Theorie fiir alle Typen gefunden. Sie liefert Mengen der
Kardinalitdten dim L(\),, fir A € Py und p € P sowie Ny, fiir A\, p,v € Py. Die
Elemente dieser Mengen sind Pfade, die wir nun beschreiben.

Wir betrachten stiickweise lineare (und somit insbesondere stetige) Pfade
7 :[0,1] — bi, welche in 0 starten und zu einem ganzzahligen Gewicht fithren.
7 stiickweise linear (endlich viele Stiicke!)
7(0)=0,m(1) e P

Reparametrisierung

{r:010-0;

II :=

Fiir 7 € II sprechen wir von 7 und meinen zugleich einen Représentanten der
Klasse m modulo Reparametrisierung. Zwei Pfade 71,79 € II lassen sich zusam-
mensetzen. Wir schreiben 7 * 7o (zuerst 71, dann ms) fiir den Pfad

m1(2t) falls t

() 1) Ost<z
* TT =
L m(l) +m(2t—1) falls L <t<1

Die Operation x ist assoziativ, weil wir Pfade modulo Reparametrisierung betrach-
ten.
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Der zu m duale Pfad 7* ist
7 (t) =71 —t) —w(1).

Ist A € P ein ganzzahliges Gewicht, so bezeichnen wir mit A € II auch den Pfad
t — tA. Insbesondere ist damit 0 € II der konstante Pfad und A\* = —A\.

Fiir jede einfache Wurzel o € ¥ werden Endomorphismen e, und f, der freien

abelschen Gruppe ZII = € Z -« definiert. Fiir jeden Basisvektor = € II ist e,
well
entweder wieder ein Basisvektor, also e,m € II C ZII, oder e,m = 0 € ZII (nicht

zu verwechseln® mit dem konstanten Pfad 0 € II). Analoges gilt fiir f,.

Definition der Wurzeloperatoren e, und f,

Fiir o € ¥ und 7 € II setzen wir
ha :[0,1] — R
t— (m(t),a”)
(was natiirlich von der Parametrisierung abhéingt). Das Minimum

Mo := min he(t) <0
te[0,1]

ist wohldefiniert.

Falls m, < —1, definieren wir e, € I wie folgt:

o fixiere t; € [0, 1] minimal mit h, (1) = ma,
e fixiere tg € [0, ¢1] maximal mit ho () = mq + 1 fiir ¢ € [0, ¢o],
e wihle tg = 59 < 81 < --- < 8, = t1 s0, dass entweder
(1) ha(si—1) = ha(si) und hy(t) = ha(si—1) fir t € [s;—1,s;] oder
(2) halis,_,,s,] ist strikt abnehmend und hq(t) > ho(si—1) fiir t € [0,5;1].

Wir setzen noch s_; := 0 und s,41 := 1. Fiir ¢ = 0,...,r + 1 definieren wir den
Pfad m; als ,,Einschrinkung® von 7 auf [s;_1, s;], genauer

Wi(t) = 7T(Si71 + t(si — 81;1)) — 71'(82‘,1).
Es gilt dann also m = mg * 7y * - - - % w1. Wir setzen

eaﬂ'I:7TQ*7’]1*’I72*--~*77,«*7T,«+1,

3Dazu besteht keine Gefahr, denn es gibt keinen Pfad 7 mit eqm = 0 € IL.
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wobel

(1) = mi(t) falls sich h, auf [s;_1, s;] gemiss (1) verhilt,
AL = Sa (m(t)) falls sich h, auf [s;—1, s;] geméss (2) verhélt.

Falls mqy > —1, so ist eqm := 0 € ZII.

Beispiel Wir nehmen an, der Pfad in der Figur werde monoton durchlaufen.

e,m™ AN
rd

m(s1)

ha=mq ha=ma+1

Der Endomorphismus f, € End ZIT wird durch

(eqm™)* falls eqm™ # 0,
S
0 falls e,7m* = 0.

definiert. Es folgt eine direkte Beschreibung.
Falls hy (1) — mq > 1, ldsst sich f,m € II wie folgt beschreiben:

o fixiere ty € [0, 1] maximal mit i (tg) = Mq,
o fixiere t1 € [to, 1] minimal mit hq () = mq + 1 fiir ¢ € [t1,1],
e wihle tgp = 5o < s1 < -+ < s, = t1 S0, dass entweder

(1) ha(si) = ha(si—1) und ha(t) = ha(si—1) fiir t € [s;—1, s;] oder
(2) ha s,] ist strikt zunehmend und hq (t) > ha(s;) fiir ¢ € [s;, 1].

[si—1,
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Wir setzen noch s_1 := 0 und s,41 := 1. Fiir i = 0,...,r + 1 definieren wir wie
oben den Pfad m; durch

mi(t) = 7T<Si_1 +t(s; — si_l)) — m(8i—1)-

Dann ist
fom = mo*m1 kM2 Kk - Kk K Teg,
wobei
(t) = ;i (1) falls sich h, auf [s;_1, s;] gemiiss (1) verhilt,
AL = Sa (m(t)) falls sich h, auf [s;—1, s;] geméss (2) verhélt.

Falls ho (1) — mqa < 1, so ist fom =0 € ZIL

Lemma 17.1 FEs seien a € X eine einfache Wurzel und m € 11 ein Pfad. Dann
gelten die folgenden Figenschaften.

a) Falls eqm # 0, dann gilt eqm(1) = 7(1) + a.
Falls fom # 0, dann gilt fow(1) = 7(1) — .

b) Falls e,m # 0, dann gilt foeam = 7.
Falls fom #£ 0, dann gilt e fom = 7.

c) Es seien n € Zxo mazimal mit fim # 0 und m € Zxo mazimal mit e’ # 0.
Dann gilt (7(1),aV) =n —m.
Wir setzen A := (eqs,fs | @ € ¥) < End ZII, der Unterring der Endomorphismen
von ZII, welcher von den Wurzeloperatoren e, und f, fiir a € ¥ erzeugt wird.
Die Menge der dominanten Pfade ist
I == {m eIl |=([0,1]) C C}.

Fir 7 € II1 und o € ¥ gilt e, = 0. Andrerseits ist aber die Menge der Pfade,
welche von allen (ey)aex annihiliert wird, die Menge

{rell|p+n(0,1) CC} 2T,

Fiir einen dominanten Pfad 7 € 1 definieren wir den A-Modul
L(w) := Am.

Die Menge der Pfade B(w) := L(w) N1II ist dann eine Z-Basis von L(w). Es gilt
L(m) N4 = {n}, und 7 ist der einzige Pfad in B(w), fiir welchen e,m = 0 fiir
alle a € ¥ gilt. Die Menge B(7) ist auch die Menge der Pfade, die durch sukzes-
sives Anwenden der Wurzeloperatoren (f,)oex auf 7 entstehen. Zum dominanten
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ganzzahligen Gewicht A := 7(1) € Py haben wir den Pfad A\ € I} definiert. Die
A-Moduln L(7) und L()) sind dann isomorph unter 7 +— A.
Wir definieren den Charakter von L(7) durch
chlL(nm) := Z e,
n€B(m)

Es gilt dann
chL(m) = ch L(w(1)).

Damit haben wir bereits eine Menge der Kardinalitét dim L(\),, gefunden, ndmlich
{neBM) [ n(1) = u}.
Wir definieren einen gerichteten, gefiirbten Graphen G:

e Die Ecken von G sind die Elemente von II.

e Es gibt eine Kante 7 — f,7 der Farbe o € ¥ fiir alle Pfade 7 € II mit
fom # 0.

Fiir 7 € TI; bezeichnen wir mit G(r) die Zusammenhangskomponente von 7 in G.
Die Menge der Ecken in G() ist dann B(7).

Der Graph G(7) stimmt mit dem Kristallgraphen des g-Moduls L(w(1)) iiberein,
welcher von Kashiwara via die Theorie der Quantengruppen definiert wurde. (Mit
»libereinstimmen“ meinen wir natiirlich ,,isomorph sein“.) Der disjunkten Ver-
einigung von Kristallgraphen entspricht die direkte Summe von g-Moduln. Die
Kristallgraphen von L(A) und L(p) (A, p € Py) bestimmen in einfacher Weise den
Kristallgraphen des Tensorproduktes L(\) ® L(u).

Kristallgraph von L(\) ® L(u):
o Ecken: (n,m) € G(A) x G(u).

(n,m) == (fam,m) falls efm #£0 = fitln £0,
e Kanten: o
(n,7) = (n,fam) falls fom # 0 und fin #£ 0 = efn £ 0.

Damit hat man eine Menge der Kardinalitdt N )‘\’M, namlich die Anzahl Kompo-

nenten des Kristallgraphen von L(\) ® L(u), welche mit dem Kristallgraphen von
L(v) iibereinstimmen.

Beispiel Fiir g vom Typ Bs gilt (16.6)

L(ws) ® L(ws) = L(2wp) ® L(2wa) ® L(0).
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Dies wollen wir jetzt mit Kristallgraphen verifizieren. Der Kristallgraph G(0) des
trivialen g-Moduls C hat nur eine Ecke (etwa der konstante Pfad 0 € II) und keine
Kanten.

Die gestrichelten Linien deuten die einfachen Wurzeln a und § an.

G(wp)

al al
o X
5 8|

G(2wp) ol
= ¢

ol ol

e oo

o gl

-~ —t —_— L

o 8] o

—_— —_—
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Nun bilden wir den Kristallgraphen von L(wg) ® L(wg).

F

Q
— o
Q
— o
Q
— o
Q
—
Q
—

F

Q
—
Q

e — @
Q

@ —— o
Q
—

HE

Als Zusammenhangskomponenten finden wir G(2wg), G(2w,) und G(0).

Dies lédsst sich auch auf die folgende Art algebraisch beschreiben: fiir 71,79 € I
betrachten wir die Untergruppe L(71)*L(m2) von ZII, welche von den Pfaden n; 1
mit 7; € B(m;) (i = 1,2) aufgespannt wird. Dann ist L(m) * L(m2) ein A-Modul
mit Z-Basis (L(m1) * L(m2)) N 11 = B(my) * B(m2).

Proposition 17.2 Fir my,m € I guilt

L(my) * L(ma) = @ L(n1 * n2).
n €B(m1)
n2€B(m2)
n1*n2 €Il

In der obigen direkten Summe ist stets 1, = my.

Mit der evidenten Notation ist
Ch(l_(ﬂ'l) * L(TFQ)) =chL(m)-chL(ms). (17.1)

Andrerseits ist die rechte Seite von (17.1) der Charakter von L(m(1)) ® L(m2(1)).
Es gilt also die folgende verallgemeinerte Littlewood-Richardson-Regel.
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Satz 17.3 (Verallgemeinerte Littlewood-Richardson-Regel) Fir\ € Py
qilt
LN ® L= @ LA+n(1).

neEB(1)
Axn€Elly

Mit anderen Worten, Ny ist die Kardinalitét der Menge
{r eIl | 7= XxnmitneB(u) und n(1) =v — A}.

Littelmanns Theorie gibt auch einen kombinatorischen Beweis der Parthasarathy-
Ranga Rao-Varadarajan-Vermutung.

Satz 17.4 (PRV-Vermutung) Sind A\, u € Py dominante ganzzahlige Gewichte
und w,w' € W mit v =w\ +w'p € Py, so gilt NY,, > 0.
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