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1. a) Es gibt natitlich jeweils mehrere richtigedsungen. Deshalb sind unseresiun-
gen nur Beispieleuf die geforderten Funktionen:

i) Die Funktion f (n) = 2n trifft nur die geraden natlichen Zahlen, ist also
nicht surjektiv. Die Funktion ist jedoch injektiv, denn aus;2= 2n; folgt
N1 = No.

ii) Die Funktion f (n) = |n — 5] erreicht jede gegebene ndiche Zahim, denn
f (m+ 5) = m, ist aber nicht injektiv.

b) i) Bijektiv.— Die Umkehrfunktion laute¥Z > y — (y — 1) € Z.

ii) Es werden nur positive ganze Zahlen getroffen, und zwar jeweils lind
(—x) die gleiche, alsaveder injektiv, noch surjektiv .
iii) Die Funktion ist sichemicht surjektiv, denn zum Beispiel ¥ x3 = 3 hat

keine ganzzahlige asung. Die Funktion ist streng monoton steigend, also

wird keine Zahl mehrfach angenommen. Damit ist die Funkitigektiv .

iv) f(0) = f(—1) = 1, alsonicht injektiv . Weiter gilt, dass & x2+x3+x*+x>

~

immer ungerade ist, so dass also keine geraden Zahlen getroffen werden. Also

ist die Funktion auckicht surjektiv .

c) i) Hier andert sich nichts.
if) Hier auch nicht.
ii) Die Funktion ist streng monoton wachsend, stetig, ygdioolmwa) = +o0.
Deshalb ist die Funktion aut bijektiv .

iv) Dass die Funktiomicht injektiv ist, sehen wir an dem gleichen Beispiel wie
in b), also f (0) = f(—1) = 1. Die Funktion ist stetig und

=

lim A+x2+x3+x*+x% = +00
X—+o00

Also ist die Funktiorsurjektiv .

2. a) Prm(x) : <= —P_1(x) A Vy: (P(y,X) = P=1(y) V P=(X, ¥))

b) Es existiert eine Geradgin der EbeneE und ein Punk®P ausE, der nicht aug
ist, so dass entweder jede Gerdde E mit P € h die Geradey schneidet oder
dass zwei verschiedene Geradmnh; in E existieren mitP € hy und P € hy,
die g nicht schneiden.

Bitte wenden!

Bemerkung: Zur Losung der Aufgabe kann man bei Bedarf die Aussage des Parallelenaxi
in der Sprache der Bdikate und Quantoren formulieren und dann die Negationsrage@uén-
toren benutzen.

3. Jede positive ganze Zahllasst sich eindeutig als Produkt der Primzahpgn= 2,
p2=3,p3=5,ps=7,ps =11, ...schreiben in der Form:

N o)
a=[]p =]]n"
i=1 i=1

mit natirlichen Exponentew; € N, wobei in der zweiten Darstellung altg mit
i > N gleich Null gesetzt sind (also die entsprechenden Faktoren ghﬁd& 1

[ee]
sind). Die Zahl 1 hat die Primfaktorzerlegung=1] | pio.
i=1

Wenn jetzta € Z.o undb € Z. o die Primfaktorzerlegungen
[o¢]
a = [[p* und
i=1
[o¢]
b = []e
i=1
haben, so lassen sich ggT und kgV wie folgt schreiben:
00 .
1_[ pimln(ai,ﬂi) und
i=1

o0
1_[ pimax(ai‘ﬂi)
i=1

a) Die Operationem und v sind sowohl kommutativ als auch assoziativ, weil di
Operationen min und max es sind. (Die AssoziaditMinA undv lasst sich auch
ohne Primfaktorzerlegung beweisen, aber auch dieser Beweis bedarf gew
mathematischebberlegungen.)

anb := ggT(a, b)

avb := kgV(a,b)

Beide Distributivgesetze

an(cvd) = (@aac)v(@ad und
av(cad) (ave)A(avd)

gelten (und wegen der Kommutatigitiuch noch die zwei anderen), weil i f"
min und max gelten.

Siehe réchstes Blatt!



anl =1
avl = a

b) i) Ergibt sich direkt aus ii) oder wie folgt:
a A b = a heisst, dasa der gosste gemeinsame Teiler varundb ist, und
ist damitaquivalent zy,a teilt b*. Ebenso saga v b = b, dassb das kleinste
gemeinsame Vielfache vanundb ist, und ist damigiquivalent dazu, dass
ein Vielfaches vora ist. Folglich gilt:

anb=a < ab <« avb=b
i) (anb)y-(avby=a-b

Folgt aus der Darstellung von ggT und kgV und den Potenzgesetzen, indem

man benutzt, dass
maxa, b) + min(a,b) =a+b.

iii) Alle drei Eigenschaften, d. h. Reflexiat @ < a), Antisymmetrie& < b A
b <a — a=b)und Transitivitit @ < bA b < ¢ — a < ¢) sind eriillt, da
die Teilbarkeitsrelationall diese Eigenschaften hat und weil wegen i)

a<b <+ ab
gilt.

¢) Wenna undb Teiler vonn sind, ist auch jeder gemeinsame Teiler vondb
Teiler vonn (wegen der Transitivitt der Teilbarkeitsrelatiof), insbesondere ist
alsoa A b = ggT(a, b) ein Teilervonn:aAb € Ty

Wenna undb Teiler vonn sind, istn ein gemeinsame¥ielfaches vona und
b und deshalb durch dadeinstegemeinsame Vielfache voa und b teilbar.
Deshalb ist auch v b = kgV(a, b) ein Teilervonn: av b € T,

Ist jetzt
oo
n=[]n"
i=1

die Primfaktorzerlegung von, so kann man die Operation T, — T,, a :=
2, schreiben als

[ee]
Die Aussage, dass= [] p" in Ty liegt, lasst sich bei gegebenemschreiben
i=1

als
VieZ.0:0<a <y

Bitte wenden!

i) Die Frage &sst sich umformulieren zu:
o0
Fiir welchen = [T p/" gilt
i=1

VieZ-oV(): O<a <y — min(ej, yi —aj) =0)

Die Antwort lautet:
Vi € Z-o: y € {0, 1}
d. h.,n darf jeden Primfaktor nur einmal enthalten.

i) Gleiche Antwort. — Die Frage lautet umformuliert:
o0

Fir welchen = [ p gilt
i=1

VieZ.oV(@): O<a <y — maXai,yi —ai) =n)
iii) Hasse—Diagramme vomy» und Tzp:

30

PN VRN
s o0 X X
N NS

a) e X=¢qX < g|(x—Xx) < 0|0 (Reflexivitit)
e X=qYy & qI(X—Y) < ql(y —X) <= Y =q X (Symmetrie)

e X=qyundy=qz < g|(x —y) undq|(y — 2)
=0X—Yy+Yy—2 =(X—-2 < X=qz(Transitivitit)

b) i) Seienx’ € [x]qundy’ € [ylq beliebige Rem@Sentanten dekquivalenzklas-
sen. Das heissg|(x — x’) undq|(y — Yy’). Daraus folgt, dass
QX=X +y—y)=X+y— X +Y¥)).Alsox +y) e [X+Ylg.

i) In Teil i) wurde der wichtige Fakt bewiesen, dass die Operatignje zwei
Aquivalenzklassen bzgi=q eine wohldefinierte weitere démuivalenzklas-
senzuordnet, also eine Operation auf der MengeAtguivalenzklassen dar-
stellt. Desweiteren vesit sich die Operation auf dekquivalenzklassen ge-
nau gleich wie die die “normale Addition” der reellen Zahlen, durch die
definiert wurde:

o Assoziativitat: klar

Siehe rachstes Blatt!



o Neutrales Element:[0]q
o Inverses Element:—[x]q = [—X]q
o Kommutativit at: klar

5. Eine Aquivalenzrelation auf der Mengd = {1, 2, ..., n} ist eindeutig dadurch be-
stimmt, dass man die zugetige Aufspaltung vorM in Aquivalenzklassen (bzgl.
dieserAquivalenzrelation) angibt. D. h., gesucht ist die Anzahl deglithen Arten,
die MengeM = {1, 2, ..., n} als disjunkte Vereinigung von nicht-leeren Teilmengen
darzustellen. Die nicht-leeren Teilmengen entsprechen dabei den einZejnisa-
lenzklassen.

a) 2 {{1, 2}} und{{1}, {2}}.
b) 5:{{1, 2. 3}}, {{1. 2}. {3}}, {{1. 3}. {2}, {{1}. {2, 3}} und{{1}. {2}. {3}}.

c) 15 {{1.2,3,4}}, {{1. 2. 3}, {4}},

1,24}, (31}, ({1, 2}, {3, 44}, {{1, 2}, {3}, {4}},

1,34}, {23}, ({1, 3}, {2, 44}, ({1, 3}, {2}, {4},

1,4}, {2,3}}, {{1}. {2, 3, 44}, {{1}, {2, 3}, {4}},

1,43, {2} {31}, {1}, {2, 4}, {3}}, ({1}, {2}, {3, 4}}und {{1}, {2}, {3}, {4}}

Bemerkung: Bellzahlen

1,1,2,5, 1552 203 877,414Q0 21147 115975 6785704213597 27644437 ..



