ITET Diskrete Mathematik WS 02/03 d) Fur beliebigea, b € G gilt

R. Suter aob=(boa)o(boa)oaocb=boaoboacaocb=boaobob=boa
-1 =1 =1
Musterbsung Serie 3 .
e) IX| =inf{n e Z.o|x" =1}

undx"=1 e yx"=y « yxyloyyl=1 — yxyHh'=1

L a)res—( 416t -1 Die letzteAquivalenz ergibt sich aus der Gleichhgjtxy 1) = yx"y—1:

Assoziativitat: Ist erfiillt, denn Xy D" = yxy jfxy 1.7.iyxy lylell 1
= YX(Y TYX(Y . YX(YTTYIXY
rs«s)*xt = (r+LHG+) -1+ t+1)—1 = yxX...xxyt
= (+DE+DE+D -1 = yxly
= r+H(Gs+Ht+H-1+H -1
= rx(sxt) 2. a) |) Identitit

II) Rotationen um Achsen durch eine Ecke und den gelgeriegenden Seiten-

Neutrales Element existiert: 0. mittelpunkt (120, 240°)

Oxs=s=s%0 IIl) Rotationen durch zwei gegebérliegende Kantenmittelpunkte (230
IV) Spiegelungen an Ebenen, die durch eine Kante und den Mittelpunkt de
INVERSES existiert keines zum Elementl, denn: genuberliegenden Kante verlaufen

V) Drehspiegelungen: Spiegelungen an Ebenen, die durch jeweils 2 Paar

r=(-1) =0 geniberliegender Kantenmitten verlaufen und anschliessende Drehung
— —-r+r-1 =20 +90°) um die Achse, die senkrecht auf der Spiegelungsebene steht und c
-1 =0 ist nicht bsbar. den Mittelpunkt des Tetraeders vauft
(R, =) ist keine Gruppe. VoD ‘ Anzak:lll
Bemerkung: Die Verkriipfungs* definiert allerdings eine Gruppenstruktur auf der Menge der Typll) |4x2=8
reellen Zahlen, die ungleichl sind. (Dazu ra$ste man auch noch zeigen, dassraigs—1 und Tvo Iil 3
s # —1folgt, dasg xs# —1.) )
Typ IV) 6
b) 10| =1,|x|=ggT(l—x%12)furxezlz—{0}. TypV) | 3x2=6
. Die Ordnung der Gruppe ist also H8+3+6+6=24
C) 754 =1{1,57,11,13 17,19, 23} = {1,5,7,11, -11, -7, -5, -1} Dies kisst sich auch folgendermassen bestimmen:

1 hat Ordnung 1. Jedes andere Element hat Ordnung 2:
|Ordnung = |Bahn(x)| - | Staly | = 4-6 = 24.
(#52 = (£7)? = (£11)% = (+132=1  inZa
Der Orbit einer Eckec unter allen Symmetrien besteht aus allen 4 Punkten ¢

Bemerkung: Alternativ kann man feststellen, dass die zu 24 teilerfremden Zahlen gerade die Tetraeders, da jede Ecke in jede andeberiihrt werden kann. Der Stabilisa-
nicht durch 2 oder 3 teilbaren Zahlen sind, um dann zu beweisen, dasswagirt durch 2 oder tor dieser Eckex ist isomorph zur Symmetriegruppe des gagmﬂ'iegenden
3 teilbar ist, . . . .
n2 — 1 durch 24— 8. 3 teilbar ist (gleichseitigen) Dreicks, die aus 6 Elementen besteht. — Drehungen des Dr
entsprechen Drehungen des Tetradeders um die Achse durch den Dreicksn
(z. B. indem mam? — 1 = (n — 1)(n + 1) benutzt). punkt undx; Spiegelungen des Dreiecks an einer Achse entsprechen Spieg

gen des Tetraeders an der Ebene, die durch diese Achseuaniiuft.
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b) Die Symmetriegruppe des Fussballs wirkt z. B. auf den Se#teinélii des Balles.

Jede der 12uiifeckigen Seiterdichen des Fussballadst sich durch eine Dre-
hung des Balles in jede andeuberfihren. Die Drehungen, die eineufiféck-
flache des Balles auf sich selbst abbilden, bilden auch die gbgdi€gende
funfeckige Seitenfiche in sich ab und ussen deshalb die Verbindung der Mit-
telpunkte dieser beiden&dhen als Drehachse haben. Es gibt insgesamt 5 solche
Drehungen (wenn man Iderdttals Drehung um<dazuzhlt.) Damit ist

Ordnung der Symmetriegruppe
(Anzahl Bahnen einer 5-Eck-&the - (Ordnung der Stabilisatorgruppe
12-5=60.

Alternativer L dsungsweg:Wenn man auf jedeufifeckige Seite des Fussballs
eine Pyramide aufsetzt, extiiman ein regel@ssiges Ikosaeder,

und jede Symmetrie des Fussballs wird auch das Ikosaeder symmetrisch auf sich
abbilden. Umgekehrt kann man aus einem regelsiges Ikosaeder wieder einen
Fussball konstruieren, indem man alle,Bpitzen" abschneidet, so dassli-

che Kanterdihgen der abgeschnittenen Pyramiden ein Drittel der Kaameeli

des lkosaeders betragen. Dadurch kann man wdielizéugen, dass jede Sym-
metrie des Ikosaeders auch den (abgeschnittenen) Fussball symmetrisch auf sich
abbildet. Deshalb sind die Symmetriegruppen von Fussball und regsigeém
Ikosaeder,gleich” (besser gesagt, isomorph), aber die des |kosaeasssdich
etwas einfacher berechnen:

Wir nennen die Gruppe der Rotationssymmetrien des Ikosakd8esx ein Eck-

punkt des lkosaeders. Die Grupp@periert transitiv auf der Menge der Ecken

des Ikosaeders, so dads x| = 12. Wenn eine Rotation den Punkffestlidsst,

Bitte wenden!

c)

d

=

muss auch dex diametral gegemberliegende Eckpunkt fixiert bleiben, weil e
der einzigeEckpunkt ist, der mit keinem der Nachbarn vorine Kante gemein-
sam hat (und da die Nachbarpunkte vomieder in zux benachbarte Punkte
abgebildet werden ossen). Das bedeutet dann, dass die ganze Achse HEuri
und den gegarbierliegenden Punkt bei der Rotation fixiert bleiben muss und
mit die Drehachse der Rotation sein muss.
Tatsdchlich gibt es genau 5 Rotationen um diese Achse, die das Ikosaeder ir
Uberfihren (mit Winkeln 0, £72° und £144).
Damit gilt:

[ =11-%|-|lx]| =12-5=60.

S= Symmetriegruppe voii. Soperiert auf den Eckeft, ..., 7} vonT.

1

4 5 6 7

Betrachte zum Beispiel die Ecke 8- 4| = 4 und|Sy| = 2 (S = {e, (67)}).
Also gilt
|ISl=4-2=38.

Die Elemente vors sind (als Permutationen der Ecken in Zyklenschreibweise
e (Identitit), (45), (67), (23)(46)(57), (45)(67),
(23)(4657, (23)(4756, (23)(47)(56).
Behauptung: Die Symmetriegruppe des Graphen hat die Ordnung@4 4 336.
Seien die Ecken mit den Nummerﬂ.OA ,éLS bezeichnet wie im Bild:
5 2
6 1
7 0
8 13

9 12
10 11

Die Symmetriegruppe des Graphen wirkt auf den Ecken transitiv, d. h. jede E
liegt in der Bahn eines einzigen Eckpunktes. Z. &sf'sich der Punkt O durch
die Bijektion (im Bild eine Drehung um den Winkel 3560%‘1

f(n):=n+2k mod 14,

Siehe rachstes Blatt!



die eine Symmetrie des Graphen iSberpuifen!), in jeden Punkt mit gerader
Nummer X abbilden, und erdSst sich durch die Bijektion (im Bild eine Spiege-
lung des 14—Ecks)

f(n):=2k+1—n mod 14,

die auch eine Symmetrie des Graphen ist (Aubbrprifen!), in jeden Punkt mit
ungerader Nummen+ 1 abbilden.

Die Bahn von 0 besteht somit aus 14 Punkten. Das ist der erste Faktor ia 336
14 . 24. Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass die Isotropiegruppe des Punktes 0 aus
24(") Elementen besteht, d. h., dass genau 24 Symmetrien des Graphen existieren,
die den Punkt 0 unbewegt lassen.

Was wissen winber solche Abbildungeh? Wenn{0, k} eine Kante des Graphen

ist, muss auchif (0) = 0O, f(k)} eine Kante sein, d. h. jedes solchenuss die

drei Nachbarecken 1, 5 und 13 von 0 untereinander permutieren. Mit der gleichen
Begrindung musd auch die Ecken 2, 10, 4, 6, 8 und 12, die von 0 aus im Graph
Abstand 2 haben untereinander permutieren, timduss die vier Ecken 3, 7, 9,

11, die von 0 aus den Abstand 3 haben (und damit von 0 am weitesten entfernt
liegen) untereinander permutieren.

Hier ein Bild des Graphen, das dieggbstinde" besser wiedergibt:
0

Behauptung Jededer4! = 24 Permutationen der Punkt 7, 9, 11 kann durch
eine Symmetrie des Graphen, die den POrfkst Bsst, realisiert werden. Umge-
kehrt gibt es zu jeder Permutationen der Purté, 9, 11 auch nurgenau eine
derartige Symmetrie des Graphen gibt.

Wenn diese Behauptung bewiesen ist, sind wir fertig (24 ist der zweite Faktor in
336=14.24).

Der zweite Teil der Behauptung dassf durch die Wahl der Bildef (3), f (7),

f(9), (11 von 3, 7, 9, 1leindeutighestimmt ist, ist der einfachere:

Jedes Pagjx, y} von Punkten aus der Mend®8, 7, 9, 11} (und damit auch aus
der Menge{ f (3), f(7), f(9), f(11)}) bestimmt eindeutig einen Punkt aus der
Menge{2, 10, 8, 12, 4, 6}, der gleichzeitig im Graphen Nachbar verund von
yist. Z. B. ist 2 gleichzeitig der Nachbar von 3 und 7 (siehe Abbildung), deshalb
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mussf (2) gleichzeitig Nachbar vorf (3) und f (7) sein, wodurchf (2) eindeu-
tig bestimmt ist. Damit sind die Werté(2), f(10), f(8), f(12), f(4), f(6)
eindeutig durch die Werté(3), f (7), f(9), f(11) bestimmt.

Analog zeigt man, dass auch die Wefftél), f(13) und f (5) durch die Werte
f(2), f(10), f(8), (12, f(4), f(6) und damit indirekt durch die Wert&(3),
f(7), £(9), f(11) eindeutig bestimmt sind (unfi(0) muss 0 sein).

Allerdings muss dafi'z. B., da 1 sowohl Nachbar von 2 als auch von 10 ist, c
Wert f (1) gleichzeitig Nachbar vori (2) und f (10) sein, d. h.f (2) unD f(10)
MUSSEN EINEN GEMEINSAMENNACHBARN IM GRAPHEN BESITZEN

Dass dieslf jede beliebige Wahl vof (3), f(7), f(9), f(11)) als Permutation
der Punkteg3, 7, 9, 11) so ist, ist allerding€ BERHAUPT NICHT KLAR und muss
deshalb alerster Teil der obenstehendeBehauptung beweisen werden:

Dazu bedienen wir uns eines Tricks. — Wir zeichnen die 14 Ecken des Graphe
Teile eines regualien Tetraeders auf, und zwar 3, 7, 9, 11 als Ecken des Tetrae
2,10, 8,12, 4, 6 als Kanten des Tetraeders, 1, 5, 13 als Verbindungsstrecke
Mittelpunkte gegenberliegender Kanten des Tetraeders und 0 als Mittelpu
des Tetraeders, und zwar so, dass zwei dieser Teile des Tetraeders sich

dann treffen, wenn im urspnglichen Graphen eine Kante zwischen ihnen I
(siehe Bild):

Wie wir in Teil a) gesehen haben, bestimmt jede der 24 Permutationen der
punkte 3, 7, 9, 11 eindeutig eine (der 24) Symmetrien des Tetraeders, un
einer Symmetrie des Tetraeders werden Kanten in Kanten, Verbindungen
Mittelpunkten gegenbierliegender Kanten in ebensolche Verbindungen und
Mittelpunkt des Tetraeders in den Mittelpunkt abgebildet, und die Bilder v
Teilen, die sich vorher geschnitten haben, schneiden sich auch wieder, d. |
de Symmetrie des Tetraeders liefert uns eine Symmetrie des Graphen, di
Mittelpunkt O auf den Mittelpunkt O abbildet. Das war, was wir zeigen wollte
O

Beispiel: Nehmen wir die Permutation

fR=7 (=9 9 =3 f(1D) =11,
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entspricht sie einer Drehung des Tetraeders uni,fRB0die dann gilt:
f2=8 f8 =4 f(49=2 10 =12 (12 =6, f(6) =10,
f(1) =13 f(13 =5, f(5)=1undf(0)=0.

a) AbgeschlossenheitTap o Te.d = Tacad+b liegt wieder in Aff(K) wegen
Tabo Ted(X) =a(cx+d)+ b= (acx + (ad+ b) VxeK

und daac # 0.

Assoziativitat: Die Assoziatividit von(Aff (K), o) ist offensichtlich erllt, weill
die Elemente von AffK ) Funktionen sind, und die Verkipfungo von Funk-
tionen assoziativ ist.

Alternativ kann man die Assoziatigtaber auch durch Rechnung zeigen:

(Tapo Tc,d) o Te,f T(ac)e,(ac) f +(ad+b)

Tace acf+ad+b

Ta(ce).a(cf+d)+b
= Ta,b o (Tci,d o Te, f)

Neutrales Element ist T1 o, denn T, o ist als Funktion die identische Abbildung:

Tio(X) =1-x+0=x VxeK
Alternativ kann man nairlich auch rechnen:

Ti00oTapb = Traibto = Tab
Tai,bOTl.O = Ta»l,a40+b = Ta,b

Inverses Element zu gegebeneffiz b:
Zu losen vére Te.g o Tap = T1.0 (bzW. Tap o Te.d = T10), d. h.:

ca=1 und cb+d=0
— c=a"t und d=-atb

Das inverse Element zu b ist Ty-1 _g-1p)
(a~! existiert und liegt ik *, weil a # 0 vorausgesetzt wurde.)
Es gilt auch BboTat _a1p = Taataa-lhyth = T10

Bemerkung: Es istubrigens nicht schwer zu zeigen, dass(Kff eine nicht-abelsche Gruppe ist,

sobald der KfperK mehr als zwei Elemente hat.

b) Ta,b o Tc,d = Tacad+b

Bitte wenden!

o | Tao| Too| Toa|Ta1| T12]| Ta2]
Tio| Too|T20| Toa| T2 | To2| T22
To0| T2o| Tro| T22| To2| T21| Toe
Toa || Toa|T2a | Ta2 | To2| Too| T20
Toa | T21|To1| Too|Too|T22| Ta2
Ti2 | Ta2|T22| Too|T20|To1| T2a
To2 | T22| T2 |T21|Te1| T20]| T1o

Bemerkung: In F3 ist es meist giistiger, statt mit 2 mit demduivalenten Wert—1) zu rechnen.

4. Bemerkung: Dies ist weder die unaufwendigste noch die elegantesseihg dieser Aufgabe.
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a) Der Orbit des Punkteég) ist {(8)}
Der Orbit jedes anderen Punkt(a§) (mit x # 0 odery # 0) besteht aus allen

uenausd): - ()= [(9): () ()]

b)
StabsL, @y (g) = GLa(Fy),
swatoey (9) = {(52)- (19)}
stateie (5) = {(s7)-(63)}-
st (1) = {(61)-(20)]
5. Aus der zweiten Gleichung folgt: X =4y +3
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt: y5 -3
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i) In Q besitzt das Gleichungssystem einesuig, die man auch mittels Cramer-
scher Regel berechnen kann:

3 -3 2 3
« -3 4 3 -1-3 3
T l2-3 5’ y= 2 -3 5
-1 4 -1 4

i) In Zs ergibt die Gleichung % = —3 den Widerspruch 0y = 0 = —3.
In Zs ist das Gleichungssystem somit nichsbar.

iii) 5y = —3istinZij zu lésen. Wegen
—-3=11-3=8=11+8=19=11+19=30=5-6

ist diese Aufgabaduivalent zur bsung von § =5- 6.
Da 5 und 11 teilerfremd sind, darf man durch&én:

y =6
X = 4.643 =27=05.

Man kann diese Aufgabe auch mittels Cramerscher Regehl(siehe oben), da
711 = F11 ein Korper ist:
3 3-3-11 30

x:g T —€:—6:5, y=— =—(—6)=6.



