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Musterbsung Serie 4
1. a)

1.3+2-5+3-44+4.0+5-54+6-04+7-64+8-ag+9-9+10-2
3-1+1+0+3+0—-2—-3ag+4—2 mod 11
= 6—3ag mod 11

Zu ldsen ist: 6= 3ag mod 11. — losungag = 2.
Die ISBN lautet 3-540-50629-2.

1. Fall:

Behauptung Jede der Zahlen 111..1 mitk e Z-¢istdurch p teilbar.
N—_— —
(p—1)-k Stellen

Beweis Da p nicht 3 ist, ist die Teilbarkeit von 1111 durchp
aquivalent zur Teilbarkeit von 999 (= 32.111..1) durchp.
Wegen 999.9 = 10°nzahl Zifem _ 1 myss man nur noch beweisen, dass

10Dk =1 modp (furk € Z-o)

Dies folgt aus dem Kleinen Satz von Fermat:

10°"1 = 1 modp (dal0#0 modp)
K
=  10P Dk — (10*’*1) =1 modp

2. Fall:
Behauptung Jede der Zahled11..1 mitk € Z.¢ ist durch3 teilbar.
3k Stellen

Beweis 10=1 mod 3, also 10=1 mod 3firallet € Z-q:

(Anzahl Stellep—1
111.1= Z 10f = Z 1= (Anzahl Stellep mod 3
=0 l

Die Zahl ist durch 3 teilbar, sobald die Anzahl der Stellen durch 3 teilbarfist.

Bitte wenden!

c) Zuerst einmal hat das Polynorf + 1, wie die folgende Tabelle zeigt, keine
Wurzeln inFq1:

x| x2| x*|x*+1 mod 11
0ol 0| O 1

+1 1 1 2

+2| 4| 5| -5

+3|-2| 4 5

+4 5 3 4

+5| 3|-2| -1 (alle #£0)

Deshalb khnen keine Linearfaktorefx — xg) von x* + 1 abgespalten werden,
und die einzige Mglichkeit, wiex*+1 in ein Produkt von Polynomen aufspalte
kann, ware als Produkt von zwei quadratischen Polynomen:

xX*+1=0%+ax+b)(x®+ Ax+B) mit a,b,A BeFi (1)

Entweder dies ist der Fall, die beiden Faktoren sind in diesem Fall irreduz
(weil nicht weiter in Linearfaktoren zerlegbar), odet+ 1 selbst ist nicht auf-
spaltbar.

Versuchen wir deshalb jetzt, (1) zosén:

(X2 + ax+ b)(x? + Ax+ B)
x*+ @+ Ax3+ (b+ B+aAx?+ @aB+bAx+bB.

x*+1
= x*+1

Koeffizientenvergleich ergibt (alles ify 1, d. h. modulo 11):

a+A =0
b+B+aA = 0
aB+bA = 0
bB = 1
Die erste Gleichung sagh = —a| — Die anderen sind damiiguivalent zu:
b+B-a?2 = 0
aB—ba =
bB = 1

Die mittlere der drei Gleichungen kann auch al8 — b) = 0 geschrieben
werden und ergibt entwedar= 0 oderB = b.

Siehe rachstes Blatt!



1.Fal: a=0
Die erste der drei Gleichungen giBt = —b, und eingesetzt in die dritte
Gleichung folgt:
—b?=1 mod 11

Wie man aus der oben stehenden Tabelle entnehmen kann, ist diese Gleichung
b? = —1 nicht lgsbar inF1;. In diesem Fall ergibt sich also keine4sting.

2. Fall:

Die beiden restlichen zowsenden Gleichungen lauten jetzt
a?=2b und b?>=1

Die zweite Gleichung hat zweidsungenb = 1 undb = —1; allerdings hat
furb = 1 die andere Gleichurgf = 2 - 1 keine Ldsung (siehe Tabelle).
Also musgb = —1]sein unda? = —2, d. h[a = £3]

X*4+1=x%2-3x—1)(x°+3x—1)

a) Links steht die Anzahl dét-elementigen Teilmengen einer Menlgeausm + n
Elementen.

Teile die urspuhgliche MengeM in zwei (disjunkte) TeilmengeX undY auf

mit |X| = mund|Y| = n. Die Anzahlk-Teilmengen vorM mit j Elementen
, . . NS N

ausX fur 0 < j < k beteigt(7)(,";)-

Summiereruber j von 0 bisk ergibt die Vandermondesche Ideatit”

b) Benutzt die Vandermonde—ldemtithitm = k = n:
2 () =506 ()
=\ e AVAUE n

a) Wir behandeln gleich den allgemeinen Fall:

Es gibt so viele Monomgfx3? ... .-x3" in (x1+. . .+xn)% wie es Aufspaltungen

der Zahld als Summe
d=a+...+an

nichtnegativelganzer Zahlemy, .. ., a, gibt.

Dies ist die gleiche Zahl wie die Anzahl derddlichkeitend Kugeln (e), durch
(n—1) Wande(]) voneinander im Gruppen zu teilen, wobei augteere" Grup-
pen zugelassen sind:

Bitte wenden!

Beispiel (Lird = 3, n = 3 — 10 Maglichkeiten):

Hierbei gibt esd + (n — 1) Positionen @if Kugeln und Wahde, und wenn man
daraus dig(n — 1) Positionen ausgeatilt/festgelegt hat, an denen dieaWde
stehen, sind auch die Positionen der Kugeln eindeutig bestimmt.

Fur diese Auswabhl gibt es

(d +(n- D) Moglichkeiten
n-1

(und damit auct{®* (") verschiedene Monomé® .. .-x3" in (xg+. . .+xn)%).

Im Falln = 3 ergeben sick"}?) verschiedene Monomey°z® in (x + y + 2)°.

Insbesondere edit'man bein = 3,d = 3 wie im Beispiel der Aufgabé’) =10
als Ergebnis

b) Im Ganzen muss mammal nach oben unth mal nach rechts gehen, also tote
(n + m) Schritte, davom nach oben. Jetzt kann man aawen, wann man
die n Schritte nach oben machenogtite, was dasselbe ist wieaus(n + m)
auszuvehlen.

Dafiir gibt es(" ") Moglichkeiten.

4. Die Symmetriegrupp& des regelrassigen Achtecks besteht aus 16 Elementen: (
Identitit, Drehungen um den Winkég -dmitd = £1,£2,£3 und 4 und jeweils 4
Spiegelungen an Achsen durch geglesliegende Eckpunkte bzw. gegéetliegende
Seitenmittelpunkte des Achtecks.

Fir jedes Elemeng der Symmetriegruppe gilt es, die Anzahl der der Aufgabe e
sprechendendfbungenX? auszurechnen, die invariant untesind.

a) g |X9] insgesamt
Identitit ) =52=56 56
Drehungen un?®> - d 0 x7=0

: 0 x4=0
()

0 Q=6 | x4=2
56+ 24=80

Siehe rachstes Blatt!



5.

Insgesamt gibt es nach Frobenius—Burnside—Lemma

1 80
— X9 = — = 5 Farbungen.
Gi 2 IX=1¢ 9
geG
b) g | X9] insgesamt
Identitit 28 _2=254 254
Drehungen umt45° bzw.£135 | 2—-2=0 x4=0
Drehungen um:90° 2_2=2 x2=4
Drehungen um 180 2*—2=14 14
: 2%-2=14| x4=56
S )
25-2=30| x4=120

254+ 4+ 14+ 564 120= 448
(Die —2 in jeder Zeile stammt daher, dass wir jeweils die zwaaidkihgen,
fur die simtliche acht Ecken die gleiche Farbe haben, abziehen.)
Insgesamt gibt es nach Frobenius—Burnside—Lemma
1 448
— X8| = — = 28 Rirbungen.
3 > IX9=—5 g
geG

Bemerkung: Von diesen 28 &ibungen bestehen

e jeweils eine aus einer mit der ersten Farbe und 7 mit der zweiten Farddogef Ecken;
e jeweils 4 aus 2 mit der ersten Farbe und 6 mit der zweiten Farlagtgefi Ecken;

e jeweils 5 aus 2 mit der ersten Farbe und 6 mit der zweiten Farlzelgefi Ecken
(siehe oben);

o jeweils 8 aus gleichvielen Ecken der ersten Farbe wie der zweiten Farbe.

a) Bezeichne

e L die Menge aller Lehrer der Schule,

e Adie Menge der Lehrer, die Klavier spielen,

e B die Menge der Lehrer, die Geige spielen und
e C die Menge der Lehrer, die Waldhorn spielen.

Bitte wenden!

b

C

~

~

Ware die Behauptung wahr, dass 15% der Lehrer alle drei Instrumente spi
wirde sich aus dem Exklusions—Inklusions—Prinzip ergeben:

IAUBUC| |Al+|B|+|C| — |ANB| — |ANC| — |BNC|+|ANBNC]|
— 0,70|L|+0,60|L|+0,50]|L]|
—0,30|L| —0,40|L| — 0, 20|L| + 0, 15|L|

= 1,05|L],

was nicht sein kann wegeéA U BUC| < |L]|.

Bemerkung: Aus den Angaben folgibrigens noch mehr,amilich, dass genau 10% der Lehre
alle drei Instrumente spielen.

Es gerugt zu zeigen dass es ein Paa, aj gibt miti # j, so dass eine der
Zahlen ein Vielfaches der anderen ist. Da die Zalaleder Giosse nach geordnet
sind, muss dann die Zahl mit dem kleineren Index wie behauptet die Zahl mit ¢
grosseren teilen.

Wir zerlegen jede der Zahleay in ein Produkt
ax = 2"y
aus einer ZweierpotenZ2'2(ny > 0) und einer ungeraden Zahy.

Danngenigt esjetzt zu zeigen, dass zwei der Zahlgrundb; gleich sind; dann
sind die zugebrigena unda;, wie gefordert, Vielfache voneinander.

Da dieax Zahlen aus der Meng#l, 2, ..., 2n} sind, missen diebx ungerade

Zahlen aus der Menggl, 2, ..., 2n} sein. In dieser Menge liegen aber mur
ungerade Zahle(2-1—1,2-3—1, ..., 2-n—1), weshalb nach def@chubfach-
prinzip zwei der(n + 1) Zahlenbsy, ..., byy1 gleich sein nissen, und wir sind
fertig. d
Betrachte die Mengen

S = {zeN|z=<1000000undz# x?, z+#x%, z#x>furallex e N},
B, = {zeN|z<1000000, z=x%fureinx e N},
Bs = {zeN|z<1000000 z=x3fureinx e N},
Bs = {zeN|z<1000000 z=x°fureinx e N}.

Es gilt, die Menge
S=1{0,1,2,...,1000000} — (B, U B3 U Bs)

abzuzhlen. Um das Inklusions—Exklusions—Prinzip anzuwenden, muss man
Mengen der folgenden Art anschauen:

B,NBs={ze N|z< 1000000 z=x%furallex e N}.

Siehe réchstes Blatt!



Diese Beschreibung ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfak-
toren:z € B; besagt, dass die Primfaktoren venn Paaren auftreterz, € Bz

sagt, dass die Primfaktoren varin Tripeln auftreten. Stimmen die Zerlegungen
Uiberein, so m3sen die Faktoren in 6-Tupeln auftreten. Analog:

BoNBs = {zeN|z<1000000 z=x©fiureinx e N},
BsNBs = {ze N|z<1000000 z=x®fireinx e N},
BoNBsNBs = {ze N|z< 1000000, z=x%fureinx € N}.

By, B3, Bs und deren Schnitte sind leicht abatmeén:
[Bz2| = 1001 |Bg| = 101, |Bs| = 16,
[BaN B3| =11, [B2N Bs| =4, [B3N Bs| =3,
|IBoN B3N Bs| =2.
Also ist

|S| = 17000001 — 1'001— 101— 16+ 11+ 4+ 3 — 2 = 998899



