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1. a)

1 · 3+ 2 · 5+ 3 · 4+ 4 · 0+ 5 · 5+ 6 · 0+ 7 · 6+ 8 · a8+ 9 · 9+ 10 · 2
= 3− 1+ 1+ 0+ 3+ 0− 2− 3a8+ 4− 2 mod 11

= 6− 3a8 mod 11

Zu lösen ist: 6= 3a8 mod 11. — Lösung:a8 = 2.

Die ISBN lautet 3–540–50629–2.

b) 1. Fall: p > 5

Behauptung Jede der Zahlen 111...1︸ ︷︷ ︸
(p−1)·k Stellen

mit k ∈ Z>0 ist durch p teilbar.

Beweis Da p nicht 3 ist, ist die Teilbarkeit von 111...1 durchp
äquivalent zur Teilbarkeit von 999...9 (= 32 · 111...1) durchp.
Wegen 999...9= 10Anzahl Ziffern− 1 muss man nur noch beweisen, dass

10(p−1)·k = 1 mod p (für k ∈ Z>0)

Dies folgt aus dem Kleinen Satz von Fermat:

10p−1 = 1 mod p (da 10 6= 0 mod p)

⇒ 10(p−1)·k =
(
10p−1

)k = 1 mod p

�

2. Fall: p = 3

Behauptung Jede der Zahlen111...1︸ ︷︷ ︸
3k Stellen

mit k ∈ Z>0 ist durch3 teilbar.

Beweis 10= 1 mod 3, also 10` = 1 mod 3 für alle` ∈ Z>0:

111...1=
(Anzahl Stellen)−1∑

`=0

10` =
...∑
`

1= (Anzahl Stellen) mod 3

Die Zahl ist durch 3 teilbar, sobald die Anzahl der Stellen durch 3 teilbar ist.�

Bitte wenden!

c) Zuerst einmal hat das Polynomx4 + 1, wie die folgende Tabelle zeigt, keine
Wurzeln inF11:

x x2 x4 x4+ 1 mod 11
0 0 0 1
±1 1 1 2
±2 4 5 −5
±3 −2 4 5
±4 5 3 4
±5 3 −2 −1 (alle 6= 0)

Deshalb k¨onnen keine Linearfaktoren(x − x0) von x4 + 1 abgespalten werden,
und die einzige M¨oglichkeit, wiex4+1 in ein Produkt von Polynomen aufspalten
kann, wäre als Produkt von zwei quadratischen Polynomen:

x4+ 1= (x2+ ax+ b)(x2+ Ax+ B) mit a, b, A, B ∈ F11 (1)

Entweder dies ist der Fall, die beiden Faktoren sind in diesem Fall irreduzibel
(weil nicht weiter in Linearfaktoren zerlegbar), oderx4 + 1 selbst ist nicht auf-
spaltbar.

Versuchen wir deshalb jetzt, (1) zu l¨osen:

x4+ 1 = (x2+ ax+ b)(x2+ Ax+ B)

⇐⇒ x4+ 1 = x4+ (a+ A)x3+ (b+ B+ a A)x2+ (aB+ bA)x + bB .

Koeffizientenvergleich ergibt (alles inF11, d. h. modulo 11):

a+ A = 0

b+ B+ a A = 0

aB+ bA = 0

bB = 1

Die erste Gleichung sagtA = −a . — Die anderen sind damit ¨aquivalent zu:

b+ B− a2 = 0

aB− ba = 0

bB = 1

Die mittlere der drei Gleichungen kann auch alsa(B − b) = 0 geschrieben
werden und ergibt entwedera = 0 oderB = b.

Siehe n̈achstes Blatt!



1. Fall: a = 0
Die erste der drei Gleichungen gibtB = −b, und eingesetzt in die dritte
Gleichung folgt:

−b2 = 1 mod 11

Wie man aus der oben stehenden Tabelle entnehmen kann, ist diese Gleichung
b2 = −1 nicht lösbar inF11. In diesem Fall ergibt sich also keine L¨osung.

2. Fall: B = b
Die beiden restlichen zu l¨osenden Gleichungen lauten jetzt

a2 = 2b und b2 = 1

Die zweite Gleichung hat zwei L¨osungen,b = 1 undb = −1; allerdings hat
für b = 1 die andere Gleichunga2 = 2 · 1 keine Lösung (siehe Tabelle).
Also mussb = −1 sein unda2 = −2, d. h. a = ±3 .

x4+ 1= (x2− 3x − 1)(x2+ 3x − 1)

2. a) Links steht die Anzahl derk-elementigen Teilmengen einer MengeM ausm+ n
Elementen.

Teile die urspr¨ungliche MengeM in zwei (disjunkte) TeilmengenX undY auf
mit |X| = m und |Y| = n. Die Anzahlk-Teilmengen vonM mit j Elementen
ausX für 0≤ j ≤ k beträgt

(m
j

)( n
k− j

)
.

Summieren ¨uber j von 0 bisk ergibt die Vandermondesche Identit¨at.

b) Benutzt die Vandermonde–Identit¨at mitm= k = n:

n∑
i=0

(
n

i

)2

=
n∑

i=0

(
n

i

)(
n

n− i

)
=
(

2n

n

)

3. a) Wir behandeln gleich den allgemeinen Fall:

Es gibt so viele Monomexa1
1 xa2

2 · . . .·xan
n in (x1+ . . .+xn)

d wie es Aufspaltungen
der Zahld als Summe

d = a1+ . . .+ an

nichtnegativerganzer Zahlena1, . . . , an gibt.

Dies ist die gleiche Zahl wie die Anzahl der M¨oglichkeiten,d Kugeln(•), durch
(n−1)Wände(|) voneinander inn Gruppen zu teilen, wobei auch

”
leere“ Grup-

pen zugelassen sind:

Bitte wenden!

Beispiel (für d = 3, n = 3 — 10 Möglichkeiten):

•••|| |•••| ||••• ••|•| •|••| ••||• •||•• |••|• |•|•• •|•|•

Hierbei gibt esd + (n − 1) Positionen f¨ur Kugeln und Wände, und wenn man
daraus die(n − 1) Positionen ausgew¨ahlt/festgelegt hat, an denen die W¨ande
stehen, sind auch die Positionen der Kugeln eindeutig bestimmt.

Für diese Auswahl gibt es(
d + (n− 1)

n− 1

)
Möglichkeiten

(und damit auch
(d+(n−1)

n−1

)
verschiedene Monomexa1

1 ·. . .·xan
n in (x1+. . .+xn)

d).

Im Fall n = 3 ergeben sich
(d+2

2

)
verschiedene Monomexaybzc in (x+ y+ z)d.

Insbesondere erh¨alt man bein = 3, d = 3 wie im Beispiel der Aufgabe
(5
2

) = 10
als Ergebnis

b) Im Ganzen muss mann mal nach oben undm mal nach rechts gehen, also total
(n + m) Schritte, davonn nach oben. Jetzt kann man ausw¨ahlen, wann man
die n Schritte nach oben machen m¨ochte, was dasselbe ist wien aus(n + m)
auszuwählen.
Dafür gibt es

(m+n
n

)
Möglichkeiten.

4. Die SymmetriegruppeG des regelm¨assigen Achtecks besteht aus 16 Elementen: der
Identität, Drehungen um den Winkel360◦

8 ·d mit d = ±1,±2,±3 und 4 und jeweils 4
Spiegelungen an Achsen durch gegen¨ubeliegende Eckpunkte bzw. gegen¨uberliegende
Seitenmittelpunkte des Achtecks.

Für jedes Elementg der Symmetriegruppe gilt es, die Anzahl der der Aufgabe ent-
sprechenden F¨arbungenXg auszurechnen, die invariant unterg sind.

a) g |Xg| insgesamt
Identität

(8
3

) = 8·7·6
3·2·1 = 56 56

Drehungen um360◦
8 · d 0 × 7= 0

0 × 4= 0

(2
1

) · (31) = 6 × 4= 24

56+ 24= 80

Siehe n̈achstes Blatt!



Insgesamt gibt es nach Frobenius–Burnside–Lemma

1

|G|
∑
g∈G

|Xg| = 80

16
= 5 Färbungen.

b) g |Xg| insgesamt
Identität 28− 2= 254 254

Drehungen um±45◦ bzw.±135◦ 2− 2= 0 × 4= 0
Drehungen um±90◦ 22− 2= 2 × 2= 4
Drehungen um 180◦ 24− 2= 14 14

24− 2= 14 × 4= 56

25− 2= 30 × 4= 120

254+ 4+ 14+ 56+ 120= 448

(Die−2 in jeder Zeile stammt daher, dass wir jeweils die zwei F¨arbungen,
für die sämtliche acht Ecken die gleiche Farbe haben, abziehen.)

Insgesamt gibt es nach Frobenius–Burnside–Lemma

1

|G|
∑
g∈G

|Xg| = 448

16
= 28 Färbungen.

Bemerkung: Von diesen 28 F¨arbungen bestehen

• jeweils eine aus einer mit der ersten Farbe und 7 mit der zweiten Farbe gef¨arbten Ecken;

• jeweils 4 aus 2 mit der ersten Farbe und 6 mit der zweiten Farbe gef¨arbten Ecken;

• jeweils 5 aus 2 mit der ersten Farbe und 6 mit der zweiten Farbe gef¨arbten Ecken
(siehe oben);

• jeweils 8 aus gleichvielen Ecken der ersten Farbe wie der zweiten Farbe.

5. a) Bezeichne

• L die Menge aller Lehrer der Schule,

• A die Menge der Lehrer, die Klavier spielen,

• B die Menge der Lehrer, die Geige spielen und

• C die Menge der Lehrer, die Waldhorn spielen.

Bitte wenden!

Wäre die Behauptung wahr, dass 15% der Lehrer alle drei Instrumente spielen,
würde sich aus dem Exklusions–Inklusions–Prinzip ergeben:

|A∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A∩ B| − |A∩C| − |B ∩ C| + |A∩ B ∩ C|
= 0, 70|L| + 0, 60|L| + 0, 50|L|
− 0, 30|L| − 0, 40|L| − 0, 20|L| + 0, 15|L|

= 1, 05|L| ,

was nicht sein kann wegen|A∪ B ∪ C| ≤ |L|.
Bemerkung: Aus den Angaben folgt ¨ubrigens noch mehr, n¨amlich, dass genau 10% der Lehrer
alle drei Instrumente spielen.

b) Es genügt zu zeigen, dass es ein Paarai , aj gibt mit i 6= j , so dass eine der
Zahlen ein Vielfaches der anderen ist. Da die Zahlenak der Grösse nach geordnet
sind, muss dann die Zahl mit dem kleineren Index wie behauptet die Zahl mit dem
grösseren teilen.

Wir zerlegen jede der Zahlenak in ein Produkt

ak = 2nkbk

aus einer Zweierpotenz 2nk (nk ≥ 0) und einer ungeraden Zahlbk.

Danngenügt esjetzt zu zeigen, dass zwei der Zahlenbi undbj gleich sind; dann
sind die zugeh¨origenai undaj , wie gefordert, Vielfache voneinander.

Da dieak Zahlen aus der Menge{1, 2, . . . , 2n} sind, müssen diebk ungerade
Zahlen aus der Menge{1, 2, . . . , 2n} sein. In dieser Menge liegen aber nurn
ungerade Zahlen(2·1−1, 2·3−1, . . . , 2·n−1), weshalb nach demSchubfach-
prinzip zwei der(n+ 1) Zahlenb1, . . . , bn+1 gleich sein m¨ussen, und wir sind
fertig. �

c) Betrachte die Mengen

S = { z ∈ N | z≤ 1′000′000 undz 6= x2, z 6= x3, z 6= x5 für allex ∈ N } ,
B2 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x2 für einx ∈ N } ,
B3 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x3 für einx ∈ N } ,
B5 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x5 für einx ∈ N } .
Es gilt, die Menge

S= {0, 1, 2, . . . , 1′000′000} − (B2 ∪ B3 ∪ B5)

abzuzählen. Um das Inklusions–Exklusions–Prinzip anzuwenden, muss man sich
Mengen der folgenden Art anschauen:

B2 ∩ B3 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x6 für allex ∈ N } .

Siehe n̈achstes Blatt!



Diese Beschreibung ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfak-
toren:z ∈ B2 besagt, dass die Primfaktoren vonx in Paaren auftreten,z ∈ B3

sagt, dass die Primfaktoren vonx in Tripeln auftreten. Stimmen die Zerlegungen
überein, so m¨ussen die Faktoren in 6-Tupeln auftreten. Analog:

B2 ∩ B5 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x10 für einx ∈ N } ,
B3 ∩ B5 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x15 für einx ∈ N } ,

B2 ∩ B3 ∩ B5 = { z ∈ N | z≤ 1′000′000, z= x30 für einx ∈ N } .

B2, B3, B5 und deren Schnitte sind leicht abzuz¨ahlen:

|B2| = 1001, |B3| = 101, |B5| = 16,
|B2 ∩ B3| = 11, |B2 ∩ B5| = 4, |B3 ∩ B5| = 3,

|B2 ∩ B3 ∩ B5| = 2 .
Also ist

|S| = 1′000′001− 1′001− 101− 16+ 11+ 4+ 3− 2= 998′899.


