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Musterbsung Serie 5

1. a) Erzeugende Funktionen der

Apfel: ax) =1+ x+x2+x3+ ... = &

. — 3 5 7 _ X
Orangen: o(x) =X +X°+ x>+ X'+ ... = 7
Birnen: b(x):1+x3+XG_,_XSJ_,_m:1_1)(3

Grapefruits: g(x) = 1+ x + x2
Papayas: p(x) =1+ x
Mangos: m(x) = 1+ X

Erzeugende Funktion desustitekorbs:

k(x)

a(x) - o(x) - b(x) - g(x) - p(x) - M(x)

! X = L+ X+ %3 - 1+ x)?
1-x 1-x2 1—x3 '

X+ (14 X+ %x%) - (1+ x)2

Q=% -AL=X)A+X) - L=xX)(1+x+Xx2)
X(1+ Xx)
1-x)3
x+x)(1-x)"3

(erxz)i_o:«—gz)x‘Z
(X+Xz)i<€:2)xl

) (ZZZ)XZ+1+§:<Z;2)X2+2
(272 (27 C)
2(("2)+ @)

n=1

Bitte wenden!

Koeffizient vorx™:

(X"Tk(x) = <n —; 1) + (2) =n®> (furn>1)

Der Fruchtkorb#sst sich aufi2 verschiedene Arteruflen.

.« 26 + 25

N
13 «~ 12 o 11 24
v AN AN
14 4 3 10 23
b) v v N N N
15 5 1 - 2 9 22
N N / /
16 6 -~ 7 - 8 21
N /

17 . 18 _, 19 - 20
ag=1 as=3 ap=11 a3 =25,....

Um (furn > 1) vonay_1 nacha, zu gelangen, geht man in der Spirale nachei
ander

e (n — 1) Schritte nach links,

e (n— 1) Schritte nach links—unten,

e (n — 1) Schritte nach rechts—unten,

e n Schritte nach rechts,

e (n — 1) Schritte nach rechts—oben und
e n Schritte nach links—oben,

alsoinsgesamt4(n — 1) + 2n = 6n — 4 Schritte. Das ergild, —a,_1 = 6n — 4,
also die Rekursionsformel

ah=an-1+6n—4 (n>1), ap=1.

Die erzeugende Funktion

ax) =y anx"
n=0

Siehe rachstes Blatt!



erfiillt dementsprechend: a = [x"ax)
n+2 n
0 = ( +>+5<) (furn > 2)
ax) = a+ ) (@n-1+6n—4x" 2 2
=1 = 3n?-n+1
°° o o ag = 3-262—-26+1 = 2003
= 14+x) aax"T6xy nx"t—4) x" o . .
vy = = Bemerkung: In diesem Fall kiinte mara, auch direkt aus der Rekursionsformel berechnen:
00 0o 4 ) d
= 1+xZanx”+6x<Zx”> —4Zx” an = ao+g(6k—4)
n=0 n=1 n=1 n
x X = 1+6'(Zk>*4-n=1+6-n(n+1)74-n=17n+3n2.
= 1+xa(x)+6x<ﬁ) 741 " k=1 2
1 X
= 1+xaX)+6X ——>—4—— ) ) . )
(21 = X) 1-x 2. a) Die (formale) Ableitung der formalen Potenzreie) = > a,x" lautet
(1 —X)“+ 6x —4x(1L—Xx) n=0
= Xa(X
( ) + (1 _ X)2 , (o] N
1+5x2 Y00 =) (n+ Dansax
= xaX) + 5 n=0
2 1-x Bemerkung: Bei richtigen Potenzreihen ist dieses gliedweise Ableiten der Potenzreihamur
1-xax) = 1+5x Wertex erlaubt, die innerhalb des Konvergenzradius der Potenzreihe liegen.
1- X)22 Einsetzen in die Differentialgleichung gibt:
1+ 5x 2.,/
ax) = ——— XY +xX—-Dyx) +1
1- X)3 [ 00
2 n n
. . = XY N+ Da X"+ x -1 Y anx"+1
Potenzreihenentwicklung: n; " nz=0
1+ 5x2 - n+2 - n+1 - n
ax) = T = > (+Dag x4+ ) ax™ -3 "ax"+1
— n=0 n=0 n=0
= 1+53H1-x"3 o o0 o
© pio = Y n—-Da X"+ anax"— ) ax"+1
= 1+53) ) ( )x‘ n—2 n=1 =0
=0 00
_ _ _ _ _ n
i(“z)xuis(HZ)x“z = 1-a 611X+30X+2;((n 1)an_1+ a1 — @) X
= n=
¢=0 2 ¢=0 2 0 .
+2) (142 X+§: 142) (M) o = (1—ao)+(ao—a1)X+2;(nan_1—an)x
= n=.
2 2 2 2

Diese Potenzreihe soll 0 sein, d. h. all ihre Koeffizienterss(t)en gleich 0 sein.

= a = 1
a = a=0
an = nNan_1 furallen > 2.

Bitte wenden! Siehe rachstes Blatt!



Dies ist die rekursive Definition der Fakatt=

o0 o0
Bemerkung: Die formale Potenzreihe lautet al§o anx" = Y n!x".

n=0 n=0
Diese Potenzreihe hat allerdings Konvergenzradius O und definiert damit keine Funktion. Die
eigentlichen losungen der gegebenen Differentialgleichung sind Funktionen, die im Nullpunkt
Xo = 0 nicht analytisch sind, also um Null nicht in eine Potenzreihe entwickelbar sind.

b)

Fo+ F1X+F2X2+...

> X

FoX" = ——
2 Fn 1-x—x2
n=0

o0
Fo— Fix+ Fx® ... = Y (—=1)"Fnx"
n=0
> —X —X
= Fr(=x)" = =
nz—o n(=%) 1— (=)= (=x)2  14+x—x2
1 o0 o0
Fix 4+ Fax® + Fsx® 4 ... = > (Z Fox" — Z(—l)”an”)
n=0 n=0
_ 1 X —X
T 2\1-x—-x2 14x-x2
X A+x=xH+1-x-x?
T2 (1—x2)2 —x2
_ X(1—x?)
T o1-3x24+ x4
1—x2
Fi+Fax®+Fex*+... = ——————
1+ FXT+ Fext 1—3x24 x4
Fit Fax+ Folf... = — 2%
1 ° T 1-3x+x2

Die erzeugende Funktion der Fol§e, Fs, F5 der Fibonaccizahlen mit ungera-

. 1—x
den Indizes lauteft—— .
1—3x+x2

Bitte wenden!

fn = Anzahl Arrangements mit Munzen in der untersten Zeile

oS

n-1
Behauptung fao=14) (n—if n=>1

i=1
Beweis Die Anzahli der Mlinzen in der Zeile direkiiber der untersten Zeile
kann gleich 0, 1, ...(h — 1) sein.
Fallsi gleich 0 ist, gibt es nur die unterste Zeile (und dAukrrangement).
Falls 1 < i < n — 1 ist, kann die zweite Zeile an einer d@r — i) vorderen
Luckenuber den Mihzen der untersten Zeile beginnen.uME die zweite Zeile
spéter beginnen, wrde sie rechtsibertangen®.) kir die Anordnung der Mrizen
Uiber der zweiten Zeile (ausMunzen) gibt es nach Definitiofy Moglichkeiten,
also zusammen mit der Wahl dg&nfangspunktes” der zweiten Zeil@ — i)f;
Moglichkeiten.
Zusammenergibt das, wie behauptet,

n-1
fo=14+) (N—if

i=1

Moglichkeiten. 0

Siehe rachstes Blatt!



b) Erzeugende Funktiorf (x) := 3" frx" Bemer_kung. Es glbt noPh elnepalternatlveni etwas éingerenWeg, (1) auszuwerten indem
n—1 man die Summationewbern undi vertauscht:
Aus der Rekursionsgleichung folgt: Der innere Summationsindéin (1) durchbuft alle positiven Zahlen, undmuss bei gegebenem
i grésserals seinnn—1>i < n>i+1

o0
oo n—-1
fx) = anxn = fx) = Zx +ZZ(n—|)f.

n=li=1
_ Z(Hzm_.)n) SO ) LI
~ i=1n=i+1
oo n-1 X - -
= — 4 fi - (n—i)x
= Zx +Y > =i)fix" (1) 1-x Zl( n:.2+1 )
n=1li=1
oo n-1 Auswertung der inneren Summe:

= Zx +Y > —ix" X . .
n=1i=1 dn—ix" = Y (x"—ix"

n=i+1 n=i+1
= Zx” + (Z kxk> . (Z f[XZ> (Faltungsformel) o >
n=1 k=1 =1 = x Yy mx"—i Yo"
o0 o]
= Xn+ an) . f(X) o n / RS n
nX:; (nz_:l = x| > x| —i > «x

n=i+1 n=i+1

00 00 n=i+1 n=i+1
n -1 e\’ -
= ZX +(Xan” ).f(x) _ X<XI+>7iXI+
n=1 n=1 1-x 1-x
00 00 4 G +1xitt xi+2 ixi+1
= > x"x| D ox") - f = TTx taoor 1ox
n=1 n=1 xitl xit+2
X X ! T 1-x + 1—x)2
- 1—x+X(1—x> Feo o @—xxt Xt
X B (1—x)2
fx) = —+(1 2 f(x) _x
= 1A=-x2%fX) = x(L-x)+xfx) 1-x?
(1-3x+ Xz) fx) = x— x2 Zurtick zur Auswertung vorf (x):
oo = X — X2 . 1-x . N
T 1-3x+x2 7 7 1-3x+x2 fx) = 1ix+2(fi' Z(n—i)x”)
i=1 n=i+1
Glucklicherweiseahnelt die erzeugende Funktidrix) dem Ergebnis voi2.b), X © it
weshalb wir sofort schliesserokiien, dass,, die Fibonaccizahlen mit ungera- = 1= Z; f 1—x)?2
dem Index sind: = ~
X X 0
= —+t =" Z fix'
2n—-1 B 2n—-1 . 1—x (17)()2 y
fn = Fon—p+1 = Fon—1 = W <(Tf) — (17‘/5) ) furn>1 § . =1
= + a0 f(x)

Bitte wenden! Siehe rachstes Blatt!



Die (ibrige Rechnung vealift wie beim ersten asungsweg. Aus (x) ergibt sich fir die erzeugende Funktion
o0
. . . n
4. Bemerkung: Man sollte anmerken, dass unainigig davon, ob man erst eine Permutation der Zeilen A(X) Z An X
r € Rund dann eine Permutation der Spalten C ausfihrt oder ob man zuerstund danm austihrt, n=0
das gleiche Ergebnis (die gleiche Vertauschung der Elemente der Matrix) herauskommt. (Das ist nicht co n
selbstverstidlich!) Deshalb ist es in Ordnung, ein Element der Gruppks Paal(r, ¢) zu schreiben; = Ao+ Z Z Akt Apg - X"
und die Wirkung vorg = (r, ¢) besteht aus nacheinanderfolgender Anwendung vordc, ohne dass

man die Reihenfolge vonundc spezifizieren muss. O;]:lnk:l
y = 1+ ZAk,l-A kX XKL xnk
G = Rx Centhalt 2! - 3! = 12 Elemente. = n
n= =
geG=RxC Fixpkte. Anzahl total o n
Paar (Perm. d. Zeilen,Perm. d. Spalten X9 |X9] = 14X Ax_ Xk—l ATk X(n—l)—(k—l)
(id, id) (:::) 26 64 ZZ k-1 (n—1)—(k-1)
n=1k=1
((12), id) (2| 2 8 o 01
_ k-1 (N—1)—(k—1)
(id. (12)) oder(id, (13)) oder(id, (23)) (X x ) 2—16| x3=48 = 1+x D5 D AeaX T An-p-ken X
yy* (N—1)=0 (k—1)=0
(12, (12)) 0d. (12, (13) 0d. (12, 23) | (3 V%) | =8 | x3=24 o 1
B K oK
(id, (123)) oder(id, (132) (;;;) 2=4| x2=8 = 1+x), kZ Ak X7 Ak X
n=0k'=0
((12), (123) oder((12), (132) Goxx) 2 x2=4 = 14+x-AX)-A(X)  (Faltungsformel)
64+8+48+ 2418+ 4= 156
Nach Cauchy—Frobenius gibt % > 1X9] = 158 = 13 Orbits. Dies ist eine quadratische Gleichung/rix):
geG
XAX)Z = AX)+1=0 (%)

Bemerkung: Fir allgemeines ist die Anzahl der Orbits gleicH+L(0#3@0+7D) | L1

mit den beiden bsungem (x) = =% von denen aber nur

5. §eien B, ..., R1 die Ecken desn + 2)—Ecks, nummeriert im Uhrzeigersinn.
Uber jeder Seite de@ + 2)—Ecks muss eines derTeildreiecke liegen. Z. B. ist das AGX) = 1-J/1-4x
Dreieck, dasuber der Seitd®, 1Py liegt, eindeutig durch die Angabe seiner dritten ) = 2% ’

Ecke Pcbestimmt, die einer der Punktg,P. ., R, sein muss.
Wenn jetzt B, 1PoPx eines der Teildreiecke dgfriangulierung® ist, muss man noch

. : . die BedingungA(0) = A = 1 erfiillt, da:
die beiderubrigen Polygone, dak + 1)—Eck RP; ... P und das(n — k + 2)—-Eck

PkPk+1 . . . Pat1 in Dreiecke teilen. Hiedi gibt esAk_1 - Ap_x Moglichkeiten; nach | 1—J1—2ax | 2
i - — . im———=1Ilm —— X =1
Summatioruberk = 1,..., n: bl % x—01 + VI— 4x
n
Ap=) Ak1-Ank (=1 (%)
k=1

Der Rekursionsanfang iatg = 1 (bzw.A1 = 1).

Bitte wenden! Siehe rachstes Blatt!



1-/1-4x .
2x '

Potenzreihenentwicklung val(x) =

-1
AX) = %(1—(1—4x)1/2)

x1 (3 . o .
= T(l—%(ﬁ)(—ﬂ)) (Binomische Reihe)
- _ﬁi %)(_4)()45

2 Z\e
_ Xilm%'(%_l) ""(%_(6_1)) 00200
= _T; (=D 1 (=D"2"x
CoxtE T 1 (=D (=3 (3-20) (20t
- _727' 7 (=D*2°x
=1

_1 S . . . —

_ %Zl 3 ...I(zz 3) iyt
~ ¢!

B x_*lil~3~...~(2Z—3).(26—2)~(2Z—4)~...-22X£

2 &~ 7] t-1)-(¢t—2-...-1
_ i 2-2)! .,

-1

> (@n)! n 1 (2n> N
=y ———x"=)" X"

n:On!-(n—i—l)! n:On+l n

Losung: Ap = ! 2n
g "Th+i\n



