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1. a) Die berechnenten WertKv) entsprechen dendrigen der kizesten Wege vom
nachv.
Bemerkung: Bei sorggltigerer Anwendung liefert der Dijkstra—Algorithmus nochaz$ich zu
jeder Eckev einen kirzesten Weg von nachv.

b) Im nachfolgende Teilgraphen wurden die Wedte) an die jeweiligen Eckemn
geschrieben:

Bemerkung: Die eingezeichneten Kanten des obenstehenden Teilgraphen stellen eine Auswahl
Jkurzester Verbindungen® zwischerund den anderen Ecken dar.

c) Der Dijkstra-Algorithmus it gerichtete Graphe@ = (V, A) verlauft vollig
analog zu demuf'ungerichtete Graphen:

Bitte wenden!

d(u) =0
d(v) := oo furallev e V — {u}
U=V
while U # @ do
begin
wabhle einv € U mit d(v) minimal
—_—
fur allev’ € U mita := (v, v') € Asetze
d(@’) := min(d(), d(v) + w(a))
U:=U - {v}
end

Start mit dem 0-Fluss, f=0
Vergrossere diesen sukzessiv entlang zunehmender Wege, z. B. wie folgt
(fur die Bezeichnung der Ecken siehe dersurigsgraphen am Ende der Aufgabe)

zunehmender Weg Fluss f nach Hinzunahme des Weges

sadht 2
scgkt 4
sabit 7
saeit 8
sbfgkt 15

scfadeht 19
scfgit 21
scfgt 23
sbaeht 24

Der Schnitt{s, ¢, b, a, f}{g, e, d, h, i, k, t} hat Kapaziit 24.
Damit ist der konstruierte Fluss maximal.

Siehe rachstes Blatt!



Losung:

4 5

a) Farbe zuerst 3 mit einer Farbe. zMoglichkeiten.
1,2,4,5 sind dann mit den restlichén— 1) Farben zudrben.

Fallunterscheidung:
1. Fall: 1 und 5 werden gleich gefbt. —(z — 1) Moglichkeiten.

Fur die Farbung von 2 und 4 gibt es dann nochze- 2) Moglichkeiten.
Insgesamt: 2(z — 1)(z — 2)? Farbungen mit Farben.

2. Fall: 1 und 5 werden verschieden gdbt. —(z — 1)(z — 2) Moglichkeiten.

2 und 4 diiffen dann jeweils diese beiden Farben auch nicht annehmen.

—Je(z—1-2) = (z— 3) Moglichkeiten.
Insgesamt: 2(z—1)(z—2)(z— 3)2 Farbungen mi Farben.

= P(G, 2) 2z—1)(z-2%+2z-1)(z—-2)(z—3)?
2z—1)(z—2) ((z — )+ (z— 3)2)
2z-1D)(@zZ-2(-52+7)

Bitte wenden!

b) Der Radgraphdsst sich z. B. durch Hinzunahme der Kantén5} und {2, 4}
zum vollseindigen GrapheKs erginzen.

Hinzunahme der Kantgl, 5}:

P(G, 2) = P(Gj15, 2 + P(Gi=s, 2)
1 2 1 2 1=5

3 3

4 5 \ 4 5 4

Hinzunahme der Kantg, 4}:

(Gus)z4 = Ks,
1 2

3

(G15))2=4 = K4 (Bild analog zu(Gyy, 5))2=4 = K4 weiter unten)

P(Gs5,2 = P{(Gus)i4e, 2+ PU(Gs)2=4,2)
P(Ks, 2) + P(Ka4, 2)
2z-—-1D)(z-22z—-3)(z-dH+2z-1)(z—2(z-3)

Hinzunahme der Kantg2, 4} zum GrapherG;_s:

(G1=5)(2.4y = K4 (G1=5)2—4 = K3
1=5 2
1=5 2=4
4
P(Gi=5,2) = P((G1=5){2,4}, 2) + P((G1=5)2-4. 2)

P(Ks, 2) + P(K3, 2)
2z—-1D)(z-2(z-3) +2z—1)(z—-2

Siehe rachstes Blatt!



= P(G,20 = P(Gius,2) + P(Gis, 2)
= 2z-Dz-2(z-3yz-DH+z2z-D(z—2(z-3)
+2z-1D)(z-2(z-3)+2z-—1)(z—-2)
= z2z-1D)z-2(z—3)(z—-DdH+2z—3) +1)
= 2(z-1)(@zZ-2)(Z2—52+7)
a)
o1 1 011 111 1011 111
001 101
1001 0011 1101
ot0] ~ 110 q 0111
00 10 Q101
000 100 golo | | 110
oo o
1010 1110
1000 1100

b) Die Anzahl der Kanten vo®, betrigtn - 271,
Ecken vonQp, sind PunkteXxy, ..., X,) mit x; € {0, 1}.

Kanten{(x, ..., Xn), (Y1, - - -, Yn)} Sind genau diejenigen Verbindungen von Ecken,

fur diex; undy; an genau einer Stelleverschieden sind (d. h. einmal 0 und ein-

mal 1).

Fur die Wahl dieser Stelle gibt esMoglichkeiten. kit die Wahl der Werteibri-

genn—1 Stellen, die inxy, ..., Xn) und(ys, ..., Yn) gleich sind, gibt es danach

je 2 Moglichkeiten (jeweils 0 oder 1).

Insgesamt: n-2.---- 2 = n- 2"~ Moglichkeiten ( = Anzahl Kanten)
——

c) Vollstandige Induktiorubern:

Induktionsanfang n = 2: Klar. —
Ein maglicher Hamilton—-Weg ist 06> 01 — 11 — 10— 00.

Induktionsschritt von (n — 1) auf n > 2: Qp_; findet sich zweimal als vollatidi-
ger Teilgraph inQn wieder: Einmal, wenn ma@,, auf die Eckenmenge

Vo ={(X1,...,Xn) : X € {0, 1} mit x, = 0}
einschenkt, und zum anderen, wenn m&y, auf die Menge deunbrigen

Ecken
Vi ={(X1,...,%Xn) : X € {0, 1} mit x, = 1}

Bitte wenden!

einschenkt. — Es gibt zwei Abbildungen voR,_1 in Qp,

o V(Qn-1) — Vo CV(Qn)

(X1, ..., %Xn—1) = (X1,...,%n-1,0) und
®y: V(Qn-1) — V1 CV(Qn)

(X1, ..oy Xn—1) = (X1, ..., %Xn—1, 1),

die den WirfelgraphenQn_1 jeweils isomorph auf seine Bild&pbo(Qn—_1)
bzw. ®1(Qn_1) abbilden.

Zusatzlich sind®g und @1 auch so definiert, dasarfallev die Eckendg(v)
und ®;(v) eine Kante inQ, gemeinsam haben.

Nach Induktionsvoraussetzung i®,_1 Hamiltonsch, d. h., es existiert ein
geschlossener Weg

v1=(0,0,...,00) > v2 > v3—> -+ > vn-1 —> v1 = (0,0,...,0)

in Qn_1, der jede Ecke genau einmal durahitt.
Dann stellt

do(v1) =(0,0...,0,00 — Pg(v2) = -+ = Po(vn-1) = DPo(von-1)
1 |
®1(v1) =(0,0...,0,1) — P1(v2) = -+ = P1(von-1) > DP1(von-1)
einen Hamiltonweg irQ,, dar.
Also ist Qn auch Hamiltonsch. 0
Bemerkung: StichwortGray—Code

5. Bezeichnea, die Anzahl der Matchings des Gittergrapt@g.
1 2 3 n-1 N

. a=1
e Fiirn = 1 gibt es nur Kante{1, 1}, also auch nur ein vollatidiges Matching:

a=1

Siehe rachstes Blatt!



e Fallsn > 2 ist, hat die Ecken genau zwei Nachbarecke(m — 1) und A, mit
denen sie verbunden ist.

1. Fall: Die Kante{n, i} getort zum Matching.
In diesem Fall muss der Rest des Matchings ein (\aidigjes) Matching des
vollstandigen Teilgraphe®, ,—1 mitden Ecken 1...,n — 1, 1,...,n—1
bilden, der wieder ein Gittergraph ist.
Hierfur gibt esa,_1 Moglichkeiten.

2. Fall: Die Kante{n — 1, n} gelort zum Matching.
In diesem Fall muss die Eckefur das Matching mit ihreubrigbleibenden
Nachbarecka& — 1 gepaart werden.
Der Rest des Matchings muss ein (vallstliges) Matching des voltdigen
TeilgraphenGy n—» derubrigen Ecken 1...,n—2, 1,....n— 2 bilden, der
auch wieder ein Gittergraph ist.
Hierfur gibt esa,_» Moglichkeiten.

= @ =a 1+anp furn>2 |

= ay erflillt die Rekursionsbeziehung der Fibonacci—Zahlen, aber mit verschobenen
Anfangswertenag = F1 = 1,81 = Fo = 1.

e ~ 1 l+«/§ n+1 1_\/3 n+1
= an = n+1—ﬁ 5 - >




