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Abstract

Jost Biirgis lange verschollener Kunstweg (1586) zur effizienten und
genauen Berechnug von Sinus-Tabellen wurde 2013 von Menso Folkerts
wieder entdeckt. Wir beleuchten diesen auf dem Differenzenschema
beruhenden genialen Algorithmus mit den Mitteln der modernen
Linearen Algebra. Mittels Matrizenrechnung und Eigenwerten wird auch
eine Konvergenztheorie entwickelt. Auch die fur die Logarithmenrech-
nung idealen, wohlbekannten ProgreB-Tabulen von Jost Biirgi (1620)
lassen sich in das Differenzenmuster einordnen.
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1. Jost Burgis Kunstweg

In seinem mathematischen Erstlingswerk Fundamentum Astronomize,
verfasst zwischen 1586 und 1592, aber erst 2013 durch Menso Folkerts
[4,5] wieder entdeckt, und von Dieter Launert [6], Fritz Staudacher [8]
und George Szpiro [9] ausfiihrlich beschrieben, definiert Jost Biirgi einen
Algorithmus zur effizienten und genauen Berechnung von

sin<]—§>, 7=1,....,n, n>1.

Sein Beispiel ist n = 9 (siehe Seite 8); er schlagt aber auch n = 90 vor
(jedes Winkelgrad). Wir betrachten den einfacheren Fall

1 3
n=3: sin(30°) = 5’ sin(60°) = g, sin(90°) = 1.
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Die Sinus-Funktion y = sin(x)
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rot: erste Ableitung = cos(x), blau: zweite Ableitung = —sin(x)
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Der Algorithmus erzeugt eine Tabelle, aufgebaut von rechts nach links.
Die roten Zahlen dienen nur der Erklarung, werden nicht mitgefuhrt.

sin(0%) o011 R R
sin(30°) | 2011 D0 780 209 o 56 . 15
sin(60) | 5042 - 1351 362 . o7 . 26

in(90°) | 5822 1 41 112 30
sin(90°) | 58 780 560 209 8 56 15

f e d C

0. Startkolonne: a = (a1,az,...,a,) € R", (fast) beliebig, z.B.
Naherungen fiir Vielfache von Sinus-Werten, f - Sin(‘;—Z), auf Ganze

gerundet.

1. Nachste Kolonne links: b = (b1, bs,...,b,)" = kumulative Summe

der a; von unten, zuerst b, = <+, dann b; = bj 1 +aj, j=n—1,...,1.

2. Weitere Kolonne links: ¢ = (¢1,c¢2,...,¢,)" = kumulative Summe der

b; von oben, zuerst c;1 = b1, dann¢; =¢cj—1 +b;, 1 =2,...,n.

o N B O
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Fortsetzung nach links

Fortsetzung der Tabelle nach links durch Reptition der Schritte 1. und 2.
Der Kunstweg ist ein Differenzenschema, von rechts nach links aufgebaut.

Die ungeraden Kolonnen a,c,e, g, ..., normiert durch Division der
Vektoren durch ihr letztes Element, approximieren die Sinus-Werte
sin(g—) immer besser.

Zusammenfassende Tabelle zur mittleren Zeile:

7/8 26/30  97/112  362/418 1351/1560 5042/5822
8.9746e-3  6.4126e-4 4.6025e-5 3.3043e-6  2.3724e-7  1.7033e-8
13.99526  13.93209  13.92855 13.928228  13.928205

Erste Zeile: az/as, ca/cs, ea/es,...
Zweite Zeile:  Fehler asz /a3 — sin(60°),..., sin(60°) = v/3/2 = 0.8660254
Dritte Zeile: Quotient zum nichsten Fehler, — 7 + 4 /3 = 13.92820323
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Aus Fundamentum Astronomise. Im Hexagesimalsystem
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2. Differenzen

Differenzenschemata sind gute Mittel zur effizienten Tabellierung von
Funktionen mit aquidistanten Argumenten, z.B. die Kubikzahlen

f(n) =n?:
e In diesem Beispiel ist die
n f(n) A Ay Ajg dritte Differenz konstant
0 0 ] 0 6 e Oberste Eintrage und letzte
1 1 - 6 6 Kolonne missen bekannt sein
2 8 19 12 6 e Aufbau der Tabelle durch
3 27 37 18 6 kumulative Summation von
4 04 61 24 6 rechts nach links und von
5 125 01 30 oben nach unten
§) 216 e Nur Additionen!
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Das sin - Differenzenschema

Vorbereitung: Prosthapharese (von Biirgi benutzt, [7,8])

1
cos(a) - cos(B) = 5 (Cos(oz + ) + cos(a — B))
Set _ T _J 7 6_y+:1:_ daraus folgt
etze o = 5 5 =5 g
: : . (Y —Z y+x
siny —sinx = 2 SlIl( ) cos( )
2 2
Differenzenschema fiir f(x) = sin x:
/() Ay Ag
in(x — 20
s?n(a;' ) 2 sind - cos(x — 9) o ,
sin x 5 sin § (2 + ) —4 sin“d -sinx
iné - cos
sin(x + 29) ;i v

Die zweite Differenz ist proportional zum Funktionswert

10
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Burgis Hauptresultat

Bemerkungen
e Die Riickabbildungen der Differenzen sind die kumulativen Summen

e Die Anfangsbedingunen bertcksichtigen die Symmetrien der sin- und

cos-Funktionen bei z = 0 und x = 90°

e Die Normierung auf sin(90°) = 1 erfordert noch eine Division pro
Element

Satz:

Die normierten ungeraden Kolonnen a;/a,,c;/cn,€;/en, ...

mit n > 1 konvergieren fiir beliebige positive Startkolonnen

a=(ay,...,a,) gegen sin(j WT/Q), j=1,...,n.

11
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3. Vektoren und Matrizen

Im Fall n = 3 von Seite 4 definieren wir a = (a1,a2, %)" = H - a; dabei
ist H allgemein die Diagonalmatrix mit den n Diagonalelementen

1,1,...,1, % Nun lauten die ersten zwei Schritte von Seite 6:
1 1 1 1 0 0
b = 0O 1 1 a, C = 1 1 0 b
0O 0 1 1 1 1
T

Damit ergibt sich fur die einem Kunstwegschritt entsprechende
Abbildung

c=Ma mit M=T-T'-H.
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Die Matrix T

T ist die mit Einsen gefullte untere n x n-Dreiecksmatrix. Fur spater
leiten wir eine alternative Darstellung von T her. Sei I die
Einheitsmatrix und L die Einheits-Subdiagonalmatrix,

(! ) ((1)0 )

\ Ry S

Dann gilt

T=I+L+L°+ - - +L"'=1-L)""%

13
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Die Burgi-Matrix M

Die Abbildungsmatrix M, die wir auch Burgi-Matrix nennen wollen,
wurde schon von D. Launert und A. Thom [6] angegeben. Firn =5

lautet sie
(111 1 05)
1 2 2 2 1
M=|1 2 3 3 1.5
1 2 3 4 9
\ 1 2 3 4 25 )

14
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4. Eigenvektoren und Eigenwerte

Ist ag = a € R™ die Startkolonne und a; =c¢, ay = e, ..., dann
schreibt sich der Kunstwegalgorithmus als

aj+1:1\/Iaj, j:O,l,...,n,

in der Linearen Algebra bekannt als Vektoriteration (von Mises -
Geiringer). Falls der absolut groBte Eigenwert A1 von M einfach ist,
konvergiert a; der Richtung nach gegen den zugehorigen Eigenvektor v
mit der Eigenschaft M vy = v Aq.

Zur Losung des Eigenwertproblems betrachten wir die Inverse von M,
die sich als tridiagonal erweist (verwende T von Seite 13):

M!'=H'I-L)YI-L).

15
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Fur n = 4 ergibt sich z.B.

2 -1 0 1
M-lo| -1 2 -1 o1 | 1 01

-1 2 -1 1 0 1

-2 2 2 0

M ! hat dieselben Eigenvektoren wie M, aber die reziproken Eigenwerte.

Eigenvektoren: Kolonnen der Matrix V = (vy;),

1 78

vkj:sin((j—?kﬁ), k,7=1,...,n

Eigenwerte von M, Diagonalelemente von D:
1
4 sin® ((] — %) %) '
Einfach nachzurechnen mit der Trigonometrie von Seite 10.

2
Es gilt MV =VD sowie V-i=-V'H
n

A =

16
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5. Der Konvergenzquotient

Normierung nach Burgi zur Gewinnung der Sinus-Naherungen zy;:

Die Burgische Vektoriteration liefert

lim x; = vy (erster Eigenvektor)

J—00
Fehlernorm: e; = ||x; — vil2

. €4
Konvergenzquotient: q; =
€j+1
o . A1

Haufig gilt Q =1lm; ,q; =

Ao
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Modifizierter Startvektor u = a in Basis von V

Gemal der letzten Zeile von Seite 16, MV = V D, kann die
Vektoriteration einfacher geschrieben werden:

aj,1=MVV 'a, = V'a,;=DV'a,.

Modifizierter Iterationsvektor: u; = V~!a;

Modifizierter Startvektor: u=uyy=V 'lag=V'la

Damit: U1 = D u; oder u; = D7 Ug

Das Konvergenzverhalten hangt ab von den Eigenwerten

Aj = %/sin® ((j — 1) £)) und vom modifizierten Startvektor u.
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Die Eigenwerte (Seite 16) erfiillen Ay > Ao > -+ > A,,.

Mit V1 = %V’ H ergibt sich fur die r-te Komponente u,. des

modifizierten Startvektors, r = 1,2, ..., n:
2 . .
Up = — g "sin ((r—%) [ %) a;, X' :letzter Term mit halbem Gewicht
n
=1

Der Startvektor a muss so gewahlt werden, dass u; # 0. Die Aussage
von Seite 17 gilt, falls auch ugy # 0.

Satz:

A
Sei r > 2 der kleinste Index mit u, # 0. Dann gilt Q) = lim;_,., ¢; = .

)\_,r .

19
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Beispiele
n=3:

n=15m:

n=15m:

a=(4,7,8), wu2=
A1 sin?(75°)
A3 sin?(15°)
a=(4,7,9,10), w2 =0.20111, r=2 =
A1 sin?(33.759)
Ao sin?(11.25°)
a=(2,4,6,7,8,9,10,11,12)), wa =0, r=3 =
A1 sin?(25°)

QB pr— p— N 2
A3 sin“(5°)
a=(1,24,56,7,8,9,10,10,11,11,12,12,12), us = u3 = 0,
A1 sin?(21°)
A4 - Sin2(30)

wlN

Qs = =7+ 43 = 13.92820

= 8.10973

= 23.51281

ar =1ifk=2mork=10m or k = 12m, a; = 0 otherwise,
r=4 = Q4~49, eg. Q4 = 48.94 for n=90 (Nicollier)

ar =1ifk=mork=11m, ap = ¢ it k=Tm or k=13 m,
arp =0 otherwise, r=6 =

Qe = i—; ~ 121, goes back to Q4 =~ 49 after a few steps if ¢ is
only approximated, e.g. by ¢ ~ 1.6 (Grégoire Nicollier, Sion [8])

as
(1-a1—|—0-a2—1-?)20, r=3 =

20
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6. Die Progrefl Tabulen

Von Jost Biirgi ca. 1600 berechnet, leider erst 1620 publiziert [1,2,3]:
Eine einfache Funktion, bei der die Funktionswerte f(n) = f, in der
ersten Differenz proportional reproduziert werden:

fov1—fn=¢€"fu, Jo=1.

Daraus folgt

fnt1=(1+¢) fn oder f,=(1+¢)"

Burgi tabelliert fur ¢ = 10500 = 0.0001 die Werte f,, (eine Exponential-

funktion von n) bis fy = 10. Er findet die gantze Rote Zahl N, korrekt
mit allen 9 Ziffern:

N = 23027.0022 — | 23027.0023+

log(10)

— 23027.00220 32997
log(1.0001)
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Anwendung

Damit kann man billig genau multiplizieren (durch Zurickfiihrung auf
Additionen). Man muss aber die Tabelle sowohl von n zu f,, als auch
von f, zu n lesen.

Beispiel:
1.08047000 - 1.71888000 = 1.85719827 36

f774 ) f5417 — f6191

Es braucht 3 Tabellenzugriffe (zwei riickwarts und einen vorwarts) und
die Addition 7744+5417=6191. Die Tabelle liefert das Resultat mit 9
korrekten Ziffern: die letzten beiden, 36, entstammen der exakten
Rechnung.

Dies nennt man logarithmische Rechnung (Napier 1614), siehe auch
[7,9,11]. Wird heute wegen guten Taschenrechnern nicht mehr
gebraucht.
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Interpolation

Napier tabellierte f(x) = log(z) fiir aquidistante x. Biirgi hingegen
tabellierte fiir aquidistante n = log(x), d.h. er tabellierte die
Exponentialfunktion z,, = 1.0001™. Dies konnte er effizient mit kleinem
Rechenaufwand erreichen. Fur das logarithmische Rechnen ist beides
aquivalent: Man muss die Tabellen immer in beiden Richtungen lesen,

mindestens eine davon braucht Interpolation.

Um zu gegebenem = den zugehorigen Logarithmus log, o1 () (die rote
Zahl) zu finden, wendet Biirgi lineare Interpolation an.

Beispiel aus dem griindlichen Unterricht: x = 3.6 [7]

Burgi n = 12809.9789 O Ziffern korrekt

exakt oGS = 12809.9789108694 6

23



Jorg Waldvogel, ETH Zirich

Rurter Bericht der Progress Tabulcn, Wie diefclbigen
nuslich in allerley Mechbtiungen ju gebrauchen.

' l.l. Pann foll jum Crempel die wabre rothe Bahl von 36 fudyen, fo feget man ned) Sicben 0 fiir
bamit 1d 9 Biffern befomme, denn alle duwarze Rahlen Haben in unfer Tabula nid)t weniger a[fso'
360000000 Darnady judt ntan in der Tabul unter ben jdneavzen Babl Die 2 nedsit Heiner und nedit
grofer ift bann 360000000 bif finve id) am 33 blat in ber columpa 125304 und auf ber linfen feite,
uun felt mic bie fdoarze alf 360000000 wijden

o) biefie hat fdwary 359964763 biefe ijt zu Hein

10 bie Tifievens 35996 bie Diffeveny
biefie bat {dwarz 360000759 bif ift ju arof
biefe ¥einere Bah{ von 359964763 Subtrabire
pon meiner gegebenen Bahl 360000000

000035237
ie {idh belt bie [ Different [ Al Der | rothen | alfo helt fid bie 3 sur 4
| 35956 | | Tt | 35237 al8 07%9

Dife Viext Vierte addier zu bev Heinen vothen -Zahl
Die Heine tothe Babl ift 99
Die Babl tir columnz 423000
Diefi ift ber Scywarzen Sahl von 360000000 ifr rote 13205783

Es fol gleidwol {o verdftand worben 36 Haben ihr rethe 10:.'1::?; —E—

A (¢ 4]
unp roerben alle Beit biff unter bie ® gange verjtanben und bdie folgen der Brud).6N

24
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